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Resumen 
 
En este proyecto se desarrolla una metodología válida para estudiar el movimiento de un 
vehículo automóvil dotado de dispositivos aerodinámicos activos. Para ello, se obtiene un 
modelo numérico que resuelve el problema fluido-dinámico acoplado, necesario para la 
simulación del movimiento del vehículo en el seno del fluido, y se implementa en una 
aplicación para estudiar las prestaciones de un prototipo que incorpora un alerón de 
ángulo de ataque variable, en una maniobra de aceleración-frenada. 
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 Objeto 
 
El presente proyecto tiene por objeto el desarrollo e implementación de una metodología 
que permita estudiar la dinámica de vehículos automóviles dotados de dispositivos 
aerodinámicos activos, por medio del análisis numérico y del cálculo computacional. La 
modelización de la aerodinámica que se utiliza a tal efecto recurre a un método de 
paneles no estacionario para el cálculo de las cargas aerodinámicas y a un método de 
Runge-Kutta de cuarto orden para la resolución del sistema de ecuaciones diferenciales 
que rigen la dinámica del vehículo. 
Como ejemplo de aplicación de la metodología desarrollada, se estudian las prestaciones 
en dinámica longitudinal de un prototipo dotado de un alerón trasero de ángulo de 
ataque variable. 
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 Justificación 
 
Utilidad 
En la actualidad, a pesar de que los principales desarrolladores de automóviles de 
competición utilizan sofisticados programas informáticos para el diseño de sus 
prototipos, que incluyen módulos para la aerodinámica, la resistencia de materiales o las 
características del grupo propulsor, su utilización precisa de no pocos parámetros de 
entrada, extensas configuraciones de los distintos módulos que toman parte en la 
simulación y una elevada potencia de cálculo para obtener resultados, por lo que pueden 
ser poco apropiados en las primeras fases del diseño, en las que muchos de los 
parámetros necesarios no están determinados o las geometrías a ensayar no son las 
definitivas. Como alternativa, en muchas ocasiones se realizan ensayos en túnel de viento 
para estudiar la aerodinámica de diversos prototipos, buscando aquél para el que se 
obtengan mejores resultados mediante la técnica del ensayo-error, sustentada casi por 
completo sobre el know how que atesoran los expertos en la materia. Aun así, la 
aerodinámica experimental no es una ciencia carente de limitaciones si se decide 
utilizarla con rigor, pues requiere de modelos a escala que cumplan los criterios de 
semejanza con el prototipo real, delicadas herramientas de medición que precisan de 
arduos procesos de calibración y en general, equipos humanos expertos con quien 
realizar las pruebas. En resumen, el desarrollo de un prototipo es un proceso complejo y 
requiere de significativos recursos técnicos, humanos y económicos. 
Por todo ello, mediante el presente proyecto se pretende desarrollar una metodología 
útil para las fases iniciales del diseño, con la que obtener resultados aproximados de 
forma sencilla, rápida y económica, a partir de los parámetros geométricos básicos de un 
automóvil de competición. 
De esta forma, se pretende dar respuesta a la constante necesidad de los desarrolladores 
de este tipo de automóviles de evolucionar sus prototipos, con el fin de ganar 
competitividad frente a sus rivales, tanto en términos de tiempo de desarrollo, como en 
términos económicos. 
 
Objetivo 
El principal objetivo del proyecto es obtener una herramienta que permita estudiar, en 
primera aproximación, las prestaciones dinámicas de un automóvil que incorpore 
dispositivos aerodinámicos activos en una amplia variedad de maniobras. 
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 Para ello, deberán abordarse objetivos secundarios pero no menores, como la obtención 
de un modelo fluido-dinámico que permita abordar el problema, la implementación de 
dicho modelo en una aplicación ejecutable y el desarrollo de un prototipo con el que 
realizar las simulaciones. 
 
Mejoras y ventajas 
Un automóvil de competición que fuera capaz de regular, en módulo y dirección, las 
fuerzas aerodinámicas que genera a través de sus dispositivos aerodinámicos, 
adaptándolas a cada condición de operación de un modo similar al que lo hacen las 
aeronaves, podría obtener un salto en sus prestaciones en relación a los estándares de la 
actualidad, cuyas configuraciones aerodinámicas, fijas para cada circuito, obligan a tomar 
una solución de compromiso que en ciertas condiciones de operación dista mucho de la 
configuración óptima. 
Así, la principal ventaja competitiva que puede obtenerse del uso de dispositivos 
aerodinámicos activos es la posibilidad de adaptar la distribución de cargas del vehículo a 
cada condición de operación, de forma que los dispositivos aerodinámicos adquieran la 
configuración que permita optimizar las prestaciones dinámicas del mismo para cada 
condición de operación. 
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 Alcance 
 
El presente estudio incluye el planteamiento de una metodología que permita abordar el 
problema fluido-dinámico acoplado, desde la parte teórica hasta la obtención del modelo 
numérico que permita obtener resultados, el desarrollo de una aplicación ejecutable, 
programada en lenguaje Fortran, que implementa el modelo numérico capaz de simular 
el movimiento de un automóvil sobre el que actúan cargas aerodinámicas, variables en 
función de la deflexión de los dispositivos aerodinámicos que incorpora el prototipo, así 
como el desarrollo del mismo. Para el caso de estudio, el prototipo está dotado de un 
alerón de ángulo de ataque variable. Además, incluye los resultados obtenidos al simular 
una maniobra de aceleración-frenada con dicho prototipo. 
Por el contrario, exceden del alcance del proyecto el diseño de un sistema de control que 
rija el accionamiento de los dispositivos aerodinámicos, el diseño de un sistema de 
suspensión para el prototipo, los efectos dinámicos y aerodinámicos relacionados con las 
ruedas del vehículo, así como un diseño optimizado para éste o cualquier dispositivo 
aerodinámico que se incorpore a él. 
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Capítulo 1. Introducción 
1. Introducción 
 
El capítulo introductorio se divide en dos apartados. En el apartado 1.1. se presentan las 
aplicaciones más destacadas en las que se utilizan dispositivos aerodinámicos activos en 
la actualidad, así como algunos automóviles que forman parte de la historia de la 
competición por aplicar soluciones basadas en la aerodinámica activa que revolucionaron 
las respectivas competiciones en las que tomaban parte, por llevar las prestaciones a un 
nivel superior al de sus competidores. Posteriormente, en el apartado 1.2. se expone la 
forma en que se pretenden abordar los objetivos del proyecto. 
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1.1. Estado del arte 
1.1.1. Aerodinámica activa en automóviles de competición del pasado 
 
Desestimando el intento de Michael May de montar un ala de ángulo de ataque variable 
encima del cockpit de su Porsche Spyder en 1956 por no llegar a participar en la 
competición, debido a la prohibición de este dispositivo por parte de los comisarios de 
carrera, existen algunos antecedentes muy destacados en el uso extensivo de dispositivos 
de aerodinámica activa en automóviles de competición. A continuación se presentan los 
que supusieron mayores saltos tecnológicos. 
 
1.1.1.1. Chaparral 2E (1966) 
 
En 1966 se presentó el Chaparral 2E (figura 1.1), diseñado por Jim Hall para participar en 
la serie Can-Am (Canadian-American Challenge Cup), cuya principal innovación era la 
incorporación de un característico y singular alerón, elevado muy por encima del cockpit. 
 
 
Figura 1.1. Chaparral 2E, diseñado por Jim Hall, de 1966. 
 
El alerón estaba ubicado sobre el eje trasero para transmitir la carga generada en el 
alerón a los neumáticos de la forma más directa posible, con lo que conseguía aumentar 
la adherencia en las curvas. Además, el alerón era móvil, pudiéndose accionar 
presionando un pedal que se encontraba en la posición que típicamente ocupaba el pedal 
del embrague, ya que la transmisión era automática, por lo que el piloto podía modificar 
el ángulo de ataque del alerón, adaptando la carga aerodinámica que éste producía a la 
que estimara necesaria en cada situación. 
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1.1.1.2. Chaparral 2J “aspiradora” (1970) 
 
En 1970, Jim Hall centró toda la atención del campeonato Can-Am (Canadian-American 
Challenge Cup) al presentar el que sería uno de sus diseños aerodinámicamente más 
adelantados a su época, demostrando hasta dónde se podía llegar explotando el 
concepto del efecto suelo. El Chaparral 2J (figura 1.2.), además de poseer un motor de 
700 CV de potencia y una transmisión semiautomática de tres velocidades, albergaba dos 
compresores radiales de 17 pulgadas en su parte posterior, alimentados por un sencillo 
motor de moto-nieve de 45 CV. 
 
 
Figura 1.2. Chaparral 2J, diseñado por Jim Hall, en 1970. 
 
El propósito de estos compresores era extraer aire de debajo del coche para provocar en 
él una zona de bajas presiones que proporcionaría carga aerodinámica, lo que dio al 
coche una notable capacidad de agarre que redundaría en mayor maniobrabilidad a 
cualquier velocidad, algo que no se podía lograr con los simples alerones, de uso 
extendido ya en aquellos tiempos. Además, el 2J incorporaba faldones laterales de 
LEXAN1 para impedir que el aire del fondo del coche escapara de la zona de baja presión 
y aprovechar al máximo la succión que generaban los compresores. Durante el tiempo 
que estuvo en competición, a menudo clasificaba 2 segundos más rápido que el segundo 
coche más rápido, pero desafortunadamente no fue un éxito, debido a los innumerables 
problemas mecánicos que tuvo. Así, estuvo en funcionamiento sólo durante la 
temporada de 1970, al final de la cual, el dispositivo fue prohibido por la FIA (Federación 
Internacional del Automóvil), a pesar de haber sido aprobado por la misma en la 
inspección técnica de antes de la primera carrera. La FIA sucumbió a la presión de otros 
equipos y en particular de McLaren, que argumentó que los compresores constituían un 
1 La resina de policarbonato LEXAN es un termoplástico técnico amorfo, caracterizado por sus excepcionales 
propiedades mecánicas en deformación. 
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dispositivo aerodinámico móvil que había sido prohibido, precisamente como 
consecuencia de la irrupción del Chaparral 2E y su alerón ajustable, que como se ha 
dicho, también fue diseñado por Hall. 
 
1.1.1.3. Brabham BT46 “ventilador” (1978) 
 
En 1978, Gordon Murray presentó el Brabham BT46 (figura 1.3), un automóvil de F1 
equipado con motor Alfa Romeo de 12 cilindros en disposición bóxer, cuyo chasis estaba 
formado por una estructura de aluminio honeycomb y cuyos frenos contaban con 
pastillas de fibra de carbono sobre discos metálicos, una innovación de Brabham, 
antecesora de los actuales frenos carbono-carbono, que se desarrollarían durante la 
década de los años 80. 
 
 
Figura 1.3. Brabham BT46 “ventilador”, Gordon Murray, 1978. 
 
Su motor era pesado, grande, y consumía mucho combustible. Además, el Brabham BT46 
era muy ancho, lo que complicaba el lay-out, por lo que Murray decidió colocar los 
radiadores de agua como intercambiadores de calor de superficie, es decir, en vez de un 
radiador a través del que se hace pasar el flujo de aire, los intercambiadores de superficie 
desprendían el calor aprovechando el flujo de aire que impactaba sobre ellos. 
Precisamente esto es lo que haría posible el "invento" que apodaría al BT46 como 
Brabham “ventilador”. La idea que se desarrolló no era totalmente propia, pues se tomó 
prestada del Chaparral 2J de 1970 y su sistema de succión de aire por medio de 
compresores que se ha expuesto en el apartado anterior. Como se ha comentado 
anteriormente, el reglamento de la época en la F1 prohibía el uso de elementos 
aerodinámicos móviles, así que usar un ventilador para succionar aire de los bajos del 
coche era algo prohibido. Sin embargo, Murray pensó que alegando problemas de 
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refrigeración, la FIA debería aceptar el uso de un ventilador que ayudase a generar 
circulación de aire forzada a través de los radiadores de superficie, aunque en realidad, 
los intercambiadores de calor no eran del todo eficientes, ya que solo rendían bien a alta 
velocidad, y el motor sufría de sobrecalentamientos en las zonas lentas de los circuitos. 
Para solucionar este problema, se acopló un ventilador al eje de la caja de cambios, como 
se puede ver en la figura 1.4.  
 
 
Figura 1.4. Detalle del sistema de ventilación del Brabham BT46. 
 
"Oficialmente", el sistema servía para mover aire sobre los intercambiadores de calor 
para solucionar los problemas de refrigeración del coche. En realidad, provocaba una 
importante succión en los bajos, generando grandes cantidades de carga aerodinámica. 
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1.1.2. Aerodinámica activa en automóviles de competición actuales 
1.1.2.1. Roof flaps en la NASCAR  
 
La NASCAR (National Association for Stock Car Auto Racing) representa la categoría 
automovilística más comercial de Estados Unidos, siendo la competición de stock cars 
más importante del mundo, además de ser considera como la segunda categoría más 
relevante a nivel mundial, únicamente por detrás de la F1. Los coches que participan en 
la NASAR alcanzan velocidades muy altas en los circuitos ovales o superspeedways en los 
que se desarrolla la competición, por lo que las fuerzas aerodinámicas que actúan sobre 
ellos son notables. 
La carga aerodinámica está bajo control con unas reglas muy estrictas en lo referente a 
las cajas de aire y los spoilers traseros, únicos dispositivos aerodinámicos permitidos. Aun 
así, existía un problema en la NASCAR que en 1993 preocupó mucho a la organización 
después de que se produjeran diversos accidentes mortales cuando, a causa de los 
múltiples contactos entre vehículos que se producían, alguno de ellos se daba la vuelta y 
comenzaba a rodar marcha atrás, momento en que se despegaba del suelo. Algunos 
estudios llevados a cabo en túnel de viento durante la década de los años 90, 
determinaron que a un ángulo de 140 grados respecto la dirección de avance, es decir, 
rodando casi de espaldas, el perfil de la superficie superior del coche tenía una forma 
muy similar a la de un ala con sustentación positiva, por lo que a velocidades alrededor 
de 260 km/h, se creaba suficiente sustentación positiva para que el coche se despegara 
del suelo, como se ilustra en la figura 1.5. 
 
 
Figura 1.5. Accidente típico de la NASCAR en que el vehículo se eleva del suelo. 
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Se probaron diversas soluciones, hasta dar con algo que no existe en ninguna otra 
categoría, los “flaps de techo” (o roof flaps). El techo incorpora unos flaps, de unos 510 
por 205 mm, que se levantan cuando el ángulo de la corriente que incide sobre ellos es 
aproximadamente perpendicular, por lo que uno de los flaps se orienta en dirección 
transversal y el otro formando un ángulo de 90 grados respecto al flujo de aire en “el 
peor caso”, es decir a 140 grados, como se observa en la figura 1.6. 
 
 
Figura 1.6. Roof flaps usados en la NASCAR como dispositivo de seguridad. 
 
Estos dispositivos se despliegan bajo la influencia de la baja presión generada cuando el 
coche alcanza el ángulo crítico, pero permanecen plegados mientras el vehículo avanza 
en la dirección “correcta”. La NASCAR tiene ahora mucha experiencia sobre el 
funcionamiento de estos dispositivos, y los resultados han sido muy positivos.  
 
1.1.2.2. DRS (Drag Reduction System) en la F1  
 
El DRS (Drag Reduction System), comúnmente llamado alerón trasero móvil, es un 
dispositivo introducido en la temporada 2011 en la F1 con el propósito de reducir la carga 
aerodinámica del monoplaza en determinadas circunstancias, lo que le permite aumentar 
la velocidad al disminuir la resistencia aerodinámica, para facilitar los adelantamientos. 
Normalmente el sistema se acciona manualmente por medio de un botón del volante, 
aunque en el caso de los monoplazas de Ferrari, se realiza con los pies, apretando un 
pedal situado al lado izquierdo del freno. 
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En cuanto a su funcionamiento, al activarse se disminuye el ángulo de ataque del flap del 
alerón trasero, articulado en un punto cercano al borde de salida por medio de un 
sistema hidráulico, llevando al alerón a su configuración de mínima resistencia 
aerodinámica, lo que permite aumentos de entre 10 y 15 km/h en la velocidad punta. A 
modo de ejemplo, en la figura 1.7. puede apreciarse la variación en la configuración del 
alerón trasero del modelo RB7 del equipo Red Bull. 
 
 
Figura 1.7. Red Bull RB7 de 2011, con alerón trasero con sistema DRS. 
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1.2. Planteamiento del problema 
 
Tras analizar algunas de las aplicaciones más representativas del pasado y presente de la 
denominada “aerodinámica activa” en el ámbito de los automóviles de competición, se 
plantea el modo en que se pretende abordar el objeto del proyecto. 
Para desarrollar una metodología que permita estudiar la dinámica de un automóvil 
sometido a cargas aerodinámicas variables, será necesario obtener un método de análisis 
capaz de resolver de forma acoplada la dinámica y la aerodinámica del vehículo, de forma 
que pueda implementarse una aplicación capaz de simular el movimiento del automóvil 
sometido a dichas cargas. A su vez, el método de análisis requerirá la modelización de la 
dinámica y la aerodinámica del vehículo, que se obtendrán a partir del análisis y 
simplificación de los respectivos teoremas fundamentales junto con las pertinentes 
ecuaciones constitutivas y de estado, en base a ciertas hipótesis de trabajo. 
Por otra parte, se aplicará la metodología al estudio de las prestaciones en dinámica 
longitudinal de un prototipo de tracción trasera equipado con un alerón trasero móvil, en 
comparación con dos configuraciones de alerón fijo, durante una maniobra de 
aceleración-frenada. 
Para ello, se considera inicialmente un vehículo de tracción trasera en movimiento 
rectilíneo comprendido en un plano horizontal. Las prestaciones en maniobra de 
aceleración, es decir, la tracción disponible para acelerar o fuerza neta, definida como la 
diferencia entre la tracción aplicada, 𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎 y la resultante de las fuerzas de resistencia 
o resistencia total, 𝑅𝑅𝑇𝑇, está determinada por la tracción que los neumáticos son capaces 
de transmitir a la calzada y por las fuerzas de resistencia, como se expone en [1]. 
Respecto a las fuerzas que se oponen al movimiento, cabe diferenciar entre resistencia a 
la rodadura y resistencia aerodinámica. La resistencia a la rodadura, 𝑅𝑅𝑟𝑟, es la fuerza que 
actúa en la interfase neumático-calzada como consecuencia del contacto entre las dos 
superficies. Ésta puede expresarse en función de la velocidad como: 
𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑉𝑉) = 𝑓𝑓𝑟𝑟(𝑉𝑉) (𝑚𝑚𝑚𝑚 +  𝐶𝐶𝑎𝑎(𝑉𝑉)) ( 1.1 ) 
 
Donde 𝑓𝑓𝑟𝑟(𝑉𝑉) es el coeficiente de resistencia a la rodadura, función monótonamente 
creciente con la velocidad de avance, 𝑉𝑉. El término 𝑚𝑚𝑚𝑚 representa el peso del automóvil 
y 𝐶𝐶𝑎𝑎(𝑉𝑉) es la carga aerodinámica (o sustentación negativa) definida positiva cuando 
tiende a empujar el vehículo contra la calzada. Además de la resistencia a la rodadura, se 
tiene la resistencia aerodinámica, 𝑅𝑅𝑎𝑎(𝑉𝑉), expresada como la resultante de la resistencia 
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de fricción, la resistencia de forma y la resistencia inducida, de forma que la resultante de 
las fuerzas de resistencia, puede expresarse como: 
𝑅𝑅𝑇𝑇(𝑉𝑉) =  𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑉𝑉) + 𝑅𝑅𝑎𝑎(𝑉𝑉) = 𝑅𝑅𝑎𝑎(𝑉𝑉) + 𝑓𝑓𝑟𝑟(𝑉𝑉) (𝑚𝑚𝑚𝑚 +  𝐶𝐶𝑎𝑎(𝑉𝑉))  ( 1.2 ) 
 
Por otra parte, para vencer dichos esfuerzos resistentes se precisan esfuerzos tractores, 
generados en la interfase neumático-calzada como reacción a los esfuerzos transmitidos 
a las ruedas por parte del motor a través del sistema de transmisión. La tracción aplicada, 
𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎, que el neumático puede transmitir a la calzada será el valor mínimo entre la 
máxima tracción disponible, 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑝𝑝, y la máxima tracción admisible, 𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎, siendo la 
máxima tracción disponible aquella que el motor es capaz de transmitir a las ruedas en 
régimen de plena admisión y la máxima tracción admisible el esfuerzo máximo de 
adherencia neumático-calzada o límite de adherencia, es decir, la tracción máxima que 
pueden transmitir los neumáticos sin deslizar sobre la calzada. 
Puede demostrarse [2], que la máxima tracción disponible para un motor y transmisión 
dados, supuestas conocidas sus características, puede expresarse en función únicamente 
de la velocidad de avance, mientras que el límite de adherencia o máxima tracción 
admisible para un automóvil de tracción trasera, puede expresarse como: 
𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎(𝑉𝑉) = 𝜇𝜇 �(𝑙𝑙1 − ℎ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑉𝑉))(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝐶𝐶𝑎𝑎(𝑉𝑉)) + 𝑀𝑀𝑦𝑦(𝑉𝑉)�(𝐿𝐿 − 𝜇𝜇 ℎ)  ( 1.3 ) 
 
Donde 𝜇𝜇 representa el coeficiente de máxima adherencia, 𝑙𝑙1 la distancia horizontal entre 
el eje delantero y el centro de gravedad del automóvil, ℎ la distancia vertical entre el 
suelo y el centro de masas, 𝑀𝑀𝑦𝑦(𝑉𝑉) el momento aerodinámico de cabeceo y 𝐿𝐿 la distancia 
entre ejes del vehículo. 
En la figura 1.8. se esquematizan estas fuerzas en función de la velocidad para un 
automóvil de competición representativo. 
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Figura 1.8. Esquema de la tracción disponible, tracción admisible y resistencia de un automóvil de competición 
tipo, considerando dos configuraciones de alerón fijo. 
 
Como se deduce del esquema de la figura 1.8., la configuración de alerón trasero con 
mayor ángulo de ataque, 𝛿𝛿𝑎𝑎,2 > 𝛿𝛿𝑎𝑎,1, es tal que la tracción admisible, 𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎(𝛿𝛿𝑎𝑎,2), 
adquiere un valor igual a la tracción disponible, 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑝𝑝, para una velocidad 𝑢𝑢1, inferior a la 
velocidad 𝑢𝑢2 para la que se produce la misma igualdad en la configuración con 𝛿𝛿𝑎𝑎,1. Por 
ello, en la región (a) del gráfico, la configuración con 𝛿𝛿𝑎𝑎,2 podrá transmitir mayor tracción 
a la calzada que la configuración 𝛿𝛿𝑎𝑎,1, a cambio de experimentar una mayor resistencia al 
avance, aunque la fuerza neta de avance, 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎, que es la diferencia entre la tracción y la 
resistencia, será mayor. 
En la región (b), la tracción aplicada de la configuración con 𝛿𝛿𝑎𝑎,2 se verá limitada por la 
tracción disponible, es decir, se podrá aprovechar toda la tracción que proporciona el 
motor, mientras que la configuración con 𝛿𝛿𝑎𝑎,1 aún estará limitada por la tracción 
admisible, 𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎�𝛿𝛿𝑎𝑎,1�, por lo que de nuevo, la configuración con 𝛿𝛿𝑎𝑎,2 experimentará una 
mayor aceleración. Finalmente, en la región (c), ambas configuraciones podrán transmitir 
a la calzada la totalidad de la tracción disponible, aunque la configuración con 𝛿𝛿𝑎𝑎,1 
generará menos resistencia que la configuración con 𝛿𝛿𝑎𝑎,2, por lo que podrá experimentar 
una mayor aceleración durante esta etapa. 
En el caso de la maniobra de frenada por resistencia, se pretende cuantificar el efecto de 
la resistencia en la frenada, de modo que para una frenada desde cierta velocidad, la 
𝑹𝑹𝑻𝑻(𝜹𝜹𝜹𝜹𝟏𝟏) 𝑹𝑹𝑻𝑻(𝜹𝜹𝜹𝜹𝟐𝟐) 
 
𝑻𝑻𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 
𝑻𝑻𝜹𝜹𝒅𝒅𝒂𝒂(𝜹𝜹𝜹𝜹𝟐𝟐) 
 
(c) 
 
𝑻𝑻𝜹𝜹𝒅𝒅𝒂𝒂(𝜹𝜹𝜹𝜹𝟏𝟏) 
 
(b) 
 
Alerón 
𝒖𝒖𝟏𝟏 
 
𝜹𝜹𝜹𝜹 > 𝟎𝟎 𝑽𝑽∞ 𝜹𝜹𝜹𝜹𝟐𝟐 > 𝜹𝜹𝜹𝜹𝟏𝟏 
 
𝒖𝒖𝒅𝒅 
 
 𝒂𝒂/𝒅𝒅 
 
𝑵𝑵 
 
𝒖𝒖𝟐𝟐 
 
𝒖𝒖𝒇𝒇 
 
(a) 
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configuración con mayor resistencia debe contribuir en mayor medida a la deceleración 
del vehículo. 
Se plantea ahora una nueva configuración para el alerón para la que se permite que su 
ángulo de ataque, 𝛿𝛿𝑎𝑎,𝑣𝑣𝑎𝑎𝑟𝑟, pueda tomar valores comprendidos entre 𝛿𝛿𝑎𝑎,1 y 𝛿𝛿𝑎𝑎,2 en 
maniobras de aceleración y situarse en la posición de máxima resistencia aerodinámica, 
es decir, perpendicular a la corriente incidente, en maniobras de frenada. 
Dada su característica diferenciadora, mediante esta configuración debería conseguirse 
maximizar la fuerza neta de avance y por tanto experimentar incrementos de velocidad 
superiores a las dos configuraciones anteriores para cada velocidad considerada en 
maniobras de aceleración, mientras que en maniobra de frenada debería contribuir a 
decelerar el automóvil en mayor medida que las configuraciones con alerón fijo. 
Para evaluar la validez de las afirmaciones anteriores y cuantificar las posibles mejoras de 
prestaciones que podrían obtenerse con la configuración de alerón móvil (o activo), se 
pretende simular una maniobra de aceleración-frenada con cada una de las anteriores 
configuraciones y comparar los resultados obtenidos con la configuración de alerón móvil 
frente a las configuraciones de alerón fijo. 
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2. Metodología de estudio 
 
En el presente capítulo se desarrolla el método que se propone para estudiar la dinámica 
de vehículos que incorporan dispositivos aerodinámicos activos. Para ello, en el apartado 
2.1. se expone de forma esquemática el método de análisis que permite abordar el 
problema, cuyas partes serán desarrolladas en los diversos sub-apartados del capítulo, y 
en el apartado 2.2. se desarrolla la formulación necesaria, tanto para el estudio de la 
dinámica del vehículo como de su aerodinámica, con lo que se obtiene un modelo 
matemático cerrado que permite abordar los objetivos planteados. 
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2.1. Método de análisis  
 
De acuerdo con la figura 2.1., la metodología parte de un prototipo cuya geometría y 
características físicas están definidas y la geometría del prototipo debe haber sido 
discretizada para el tratamiento numérico posterior. También se requiere definir cierta 
configuración inicial de los dispositivos aerodinámicos e imponer determinadas 
condiciones iniciales de operación y las condiciones de contorno que permiten cerrar el 
problema. 
Esta información se introduce en el modelo aerodinámico, con el que se calculan las 
fuerzas y momentos aerodinámicos que actúan sobre el vehículo y que dependen del 
ángulo de deflexión de los distintos dispositivos, con lo que el sistema de cargas de queda 
totalmente determinado. Con ello, se recurre al modelo dinámico, mediante el que se 
calcula la posición y velocidad de los puntos discretos del vehículo en el instante siguiente 
al considerado. 
Mientras el proceso no haya llegado a su fin, se vuelve a recurrir al modelo aerodinámico, 
que recalcula las cargas sobre el vehículo para la nueva condición de operación, 
repitiéndose el proceso para cada instante de tiempo, de forma que la solución va 
avanzando con éste hasta el final de la simulación. 
Una vez finalizada, se obtienen los resultados, que deben ser analizados como parte del 
post-proceso. En caso de ser satisfactorios, puede darse el proceso de diseño del 
prototipo por terminado. En caso contrario, debe rediseñarse el prototipo, incluyendo los 
dispositivos de aerodinámica activa, y volver a realizarse la simulación. 
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Pre-proceso 
Proceso 
Post-proceso 
Figura 2.1. Esquema del método de análisis propuesto. 
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2.2. Ecuaciones de gobierno y fundamentos teóricos 
 
En este apartado se desarrolla la formulación que permite abordar el problema 
planteado, obteniéndose modelos matemáticos para la dinámica y la aerodinámica del 
vehículo. 
En el apartado 2.2.1. se obtiene la modelización de la dinámica del automóvil. Éste 
modelo, calcula la posición y velocidad de cualquier punto del automóvil en el instante de 
tiempo siguiente al considerado, integrando el sistema de ecuaciones diferenciales del 
movimiento del vehículo, en sus 6 grados de libertad, a partir de un conjunto de cargas 
que actúan sobre el vehículo. 
Por otra parte, para determinar dicho sistema de cargas será necesario calcular las cargas 
de origen aerodinámico. Para ello, en el apartado 2.2.2. se obtiene un modelo para la 
aerodinámica del vehículo capaz de calcular dichas cargas. 
 
2.2.1. Modelo dinámico 
 
El modelo físico que permite estudiar el movimiento de cualquier cuerpo, en este caso un 
automóvil de competición, se puede constituir a partir de las ecuaciones generales del 
movimiento, que se deducen de los teoremas fundamentales de conservación de la 
cantidad de movimiento y conservación del momento cinético. Dichas ecuaciones, junto 
con las relaciones cinemáticas angulares, permiten determinar la velocidad lineal y 
angular del centro de masas del cuerpo en función del tiempo. 
Posteriormente, integrando numéricamente las relaciones cinemáticas lineales se puede 
obtener la trayectoria del centro de masas y a partir de ésta, puede calcularse la posición 
y velocidad de cualquier otro punto del vehículo mediante las ecuaciones de la mecánica 
del sólido rígido. 
 
2.2.1.1. Hipótesis generales y justificación 
 
Las principales hipótesis a partir de las cuales se ha modelado la dinámica del vehículo 
son las siguientes: 
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i. Se asume la “hipótesis de Tierra plana”, por lo que se considera al sistema ejes 
Tierra como sistema de referencia inercial. 
 
ii. Para cada instante de tiempo considerado, el conjunto formado por el vehículo y 
los dispositivos aerodinámicos se considera como sólido rígido con seis grados de 
libertad, por lo que se desprecian todos los efectos dinámicos asociados a las 
deformaciones elásticas de la estructura y de los grados de libertad de los 
dispositivos aerodinámicos móviles (aunque dichos dispositivos pueden variar su 
ángulo de deflexión entre un instante de tiempo y el siguiente), el efecto de los 
momentos cinéticos respecto del vehículo de los subsistemas giratorios (partes 
del motor, compresores, volante de inercia, transmisión) y la dinámica de las 
ruedas. 
 
iii. Se supone que la variación en el tiempo de la masa del vehículo debida al gasto 
de combustible es despreciable frente a los demás términos que intervienen en 
la expresión del teorema de conservación de la cantidad de movimiento. 
 
iv. Se asume la hipótesis de que el vehículo es simétrico respecto al plano definido 
por 𝑥𝑥𝑏𝑏 − 𝑧𝑧𝑏𝑏, por lo que los productos de inercia 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 y 𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 son idénticamente 
nulos. 
 
v. Se supone que la distribución másica del vehículo respecto de los ejes cuerpo es 
constante, siendo despreciables los términos en los que intervienen las derivadas 
respecto del tiempo de los momentos y productos de inercia, al proyectarse la 
expresión vectorial de la conservación del momento cinético en dicho sistema de 
referencia. 
 
vi. La aceleración de la gravedad, 𝑚𝑚, puede considerarse en todos los casos 
constante e igual a 𝑚𝑚0 = 9,81 m s2⁄   
 
La adopción del sistema de ejes Tierra como sistema de referencia inercial se ha 
justificado en el Anexo I, tras definirse los diversos sistemas de referencia implicados en 
el estudio de la dinámica del vehículo. 
En cuanto a la hipótesis de sólido rígido, se plantea como requisito indispensable para 
poder aplicar los teoremas de conservación, así como para despreciar los términos de 
derivadas de momentos y productos de inercia. 
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El momento cinético respecto al centro de masas del vehículo que pudiera producir 
cualquier dispositivo aerodinámico es despreciable dada la reducida inercia y velocidad 
angular que, por su diseño, tienen estos dispositivos. 
Finalmente, la hipótesis de distribución de masa constante respecto el sistema ejes 
cuerpo no tiene una influencia relevante en los resultados, ya que dicha distribución solo 
se vería afectada por el movimiento del combustible y otros fluidos del motor, cuya masa 
es mucho menor a la del conjunto del vehículo. Además, la variación de la masa en el 
tiempo, ?̇?𝑚, es suficientemente lenta en como para considerar irrelevante su efecto. 
 
2.2.1.2. Sistemas de referencia 
 
Para los propósitos del estudio de la dinámica del vehículo, será necesario utilizar 
diversos de sistemas de referencia en los que proyectar las variables que intervienen en 
las ecuaciones dinámicas y cinemáticas del movimiento del vehículo que serán 
desarrolladas en posteriores apartados de este capítulo. 
A continuación se exponen brevemente los sistemas de referencia que intervienen 
directamente en los cálculos que se llevan a cabo. Para hallar justificación a su uso o 
profundizar en las definiciones y relaciones entre sistemas de referencia, puede 
consultarse el Anexo I. 
El movimiento de cualquier cuerpo sólido, en sus 6 grados de libertad, se pude expresar 
de forma eficaz mediante tres sistemas de referencia. Uno de ellos, inercial, 
representando la referencia fija y otros dos, móviles, en los que expresar los movimientos 
de translación y rotación, por separado. 
Como se demuestra en el Anexo I, asumiendo la hipótesis de Tierra plana, se puede 
tomar el sistema de ejes Tierra, 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑂𝑂𝑛𝑛 , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑦𝑦𝑛𝑛 , 𝑧𝑧𝑛𝑛), como referencia fija inercial. Este 
sistema de ejes se define de forma que el plano (𝑋𝑋𝑋𝑋)𝑛𝑛  sea tangente a la superficie de la 
Tierra en el origen, 𝑂𝑂𝑛𝑛 y el sentido positivo del eje 𝑧𝑧𝑛𝑛 apunte hacia el centro de la Tierra. 
En cuanto a las referencias móviles, se utiliza el sistema de ejes horizonte local, 
𝐹𝐹ℎ(𝑂𝑂ℎ,𝑥𝑥ℎ ,𝑦𝑦ℎ , 𝑧𝑧ℎ), con origen en el centro de masas del vehículo y ejes paralelos a los del 
sistema de ejes Tierra, para expresar los movimientos de translación, y el sistema de ejes 
cuerpo, 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑂𝑂𝑏𝑏 ,𝑥𝑥𝑏𝑏 ,𝑦𝑦𝑏𝑏 , 𝑧𝑧𝑏𝑏), cuyo origen coincide con el sistema de ejes horizonte local, 
para expresar los movimientos de rotación. 
Dichas rotaciones se expresan mediante los llamados ángulos de Euler, que dan noción 
de la actitud del vehículo. Estos ángulos aparecen al orientar el sistema de ejes cuerpo 
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respecto del sistema de ejes horizonte local, tal como se expone en el Anexo I, siendo 𝜙𝜙 
el ángulo de balance, 𝜃𝜃 el ángulo de asiento y 𝛹𝛹 el ángulo de guiñada. 
De entre todos los posibles ejes cuerpo que se pueden adoptar, se escoge aquel cuyos 
ejes son principales de inercia del cuerpo, hecho que simplifica la formulación 
aprovechando la simetría longitudinal del vehículo. 
 
2.2.1.3. Formulación del modelo dinámico 
 
El modelo físico de la dinámica del vehículo se construye a partir de las ecuaciones de 
Euler del movimiento, que a su vez se derivan de los teoremas de conservación de la 
cantidad de movimiento y del momento cinético, así como de las relaciones cinemáticas 
lineales y angulares. 
 2.2.1.3.1. Ecuaciones de Euler del movimiento 
 
La modelización de la dinámica del automóvil se deduce a partir de los teoremas de 
conservación de la cantidad de movimiento y del momento cinético. El desarrollo de las 
expresiones de estos teoremas, junto con la aplicación de las hipótesis expuestas en el 
apartado 2.2.1.1., la proyección de las ecuaciones en ejes cuerpo y el análisis de las 
distintas cargas que actúan sobre el vehículo, permiten obtener las ecuaciones de Euler 
del movimiento del vehículo como:         −𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜙𝜙 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑚𝑚(?̇?𝑢 − 𝑓𝑓𝑟𝑟 + 𝑞𝑞𝑞𝑞) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑚𝑚(?̇?𝑟 + 𝑓𝑓𝑢𝑢 − 𝑝𝑝𝑞𝑞) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 cos𝜙𝜙 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑚𝑚(?̇?𝑞 − 𝑞𝑞𝑢𝑢 + 𝑝𝑝𝑟𝑟) 
𝐿𝐿𝐷𝐷 + 𝐿𝐿𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑥𝑥 ?̇?𝑝 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 ?̇?𝑓 + �𝐼𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑦𝑦�𝑞𝑞𝑓𝑓 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑝𝑝𝑞𝑞 
𝑀𝑀𝐷𝐷 + 𝑀𝑀𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑦𝑦 ?̇?𝑞 − (𝐼𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑥𝑥)𝑝𝑝𝑓𝑓 + 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 (𝑝𝑝2 − 𝑓𝑓2) 
𝑁𝑁𝐷𝐷 + 𝑁𝑁𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑦𝑦 ?̇?𝑓 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 ?̇?𝑝 − �𝐼𝐼𝑥𝑥 − 𝐼𝐼𝑦𝑦�𝑝𝑝𝑞𝑞 + 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑞𝑞𝑓𝑓 
(2.1) 
 
Donde: 
𝐹𝐹𝐷𝐷𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝐺𝐺𝑥𝑥 = 𝐹𝐹𝑥𝑥  ;      𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 ;      𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 
𝐿𝐿𝐷𝐷 + 𝐿𝐿𝐴𝐴 = 𝐿𝐿 ;      𝑀𝑀𝐷𝐷 + 𝑀𝑀𝐴𝐴 = 𝑀𝑀 ;     𝑁𝑁𝐷𝐷 + 𝑁𝑁𝐴𝐴 = 𝑁𝑁 
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Donde �𝐹𝐹𝑥𝑥 ,𝐹𝐹𝑦𝑦,𝐹𝐹𝑦𝑦� representan las componentes de la resultante de las fuerzas aplicadas, 
siendo 𝐹𝐹𝐷𝐷 la reacción del suelo, la resistencia a la rodadura y la tracción; 𝐹𝐹𝐴𝐴 las cargas 
aerodinámicas y 𝐹𝐹𝐺𝐺 las gravitatorias. (𝐿𝐿,𝑀𝑀,𝑁𝑁) son las componentes de la resultante de 
los momentos,  (𝑢𝑢, 𝑟𝑟,𝑞𝑞) las componentes de la velocidad lineal, (𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑓𝑓) las 
componentes de la velocidad angular y (𝜙𝜙, 𝜃𝜃,𝛹𝛹) los ángulos de Euler, todas ellas 
expresadas en el sistema ejes cuerpo. 
Las componentes de la fuerza gravitatoria pueden expresarse como: 
�
−𝑚𝑚𝑚𝑚 sin 𝜃𝜃
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 sin𝜙𝜙
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 cos𝜙𝜙� = �𝐹𝐹𝐺𝐺𝑥𝑥𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦� 
 
En el Anexo II puede encontrarse de detalle del desarrollo anterior, desde la expresión 
general de los teoremas hasta la obtención de las ecuaciones de Euler en la forma que se 
presentan en la expresión 2.1. 
 2.2.1.3.2. Relaciones cinemáticas angulares 
 
La fuerza gravitatoria que aparece en los primeros términos de la expresión 2.1 introduce 
dos nuevas incógnitas respecto las ecuaciones de Euler expresadas en forma general que 
se han desarrollado en el Anexo II; el ángulo de asiento, 𝜃𝜃, y el ángulo de balance, 𝜙𝜙, del 
vehículo. Por ello, a continuación se relacionan las tres componentes de la velocidad 
angular con los ángulos de Euler y sus derivadas respecto del tiempo. En virtud de la 
hipótesis (i), los ejes Tierra pueden suponerse inerciales y por tanto: 
𝜔𝜔�⃗ 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝜔𝜔�⃗ 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝜔𝜔�⃗ 𝑏𝑏ℎ + 𝜔𝜔�⃗ ℎ𝑛𝑛 (2.2) 
 
Despreciando la velocidad de los ejes horizonte local respecto de los ejes Tierra por la 
definición de ejes horizonte local (véase Anexo I), se tiene: 
𝜔𝜔�⃗ 𝑏𝑏𝑏𝑏 ≅ 𝜔𝜔�⃗ 𝑏𝑏ℎ = �𝑝𝑝𝑞𝑞
𝑓𝑓
� = ?̇?𝜙𝚤𝚤𝑏𝑏 + ?̇?𝜃𝚥𝚥1 + ?̇?𝛹𝑘𝑘�⃗ ℎ (2.3) 
 
Donde se ha utilizado un sistema de referencia auxiliar, 𝐹𝐹1. Proyectando ahora los 
versores de la expresión anterior en ejes cuerpo, se obtienen las tres relaciones 
cinemáticas angulares directas. 
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𝑝𝑝 = ?̇?𝜙 − ?̇?𝛹 sin𝜃𝜃  
𝑞𝑞 = ?̇?𝜃 cos𝜙𝜙 + ?̇?𝛹 cos𝜃𝜃 sin𝜙𝜙 
𝑝𝑝 = −?̇?𝜃 sin𝜙𝜙 + ?̇?𝛹 cos𝜃𝜃 cos𝜙𝜙 (2.4) 
Y de las tres expresiones anteriores pueden despejarse las relaciones cinemáticas 
angulares inversas que permitirán cerrar el problema: 
?̇?𝜙 = 𝑝𝑝 + (𝑞𝑞 sin𝜙𝜙 + 𝑓𝑓 cos𝜙𝜙) tan𝜃𝜃 
?̇?𝜃 = 𝑞𝑞 cos𝜙𝜙 − 𝑓𝑓 sin𝜙𝜙 
?̇?𝛹 = (𝑞𝑞 sin𝜙𝜙 + 𝑓𝑓 cos𝜙𝜙) 1cos𝜃𝜃 (2.5) 
En este punto, supuestos conocidos los términos de fuerzas y momentos que intervienen 
en el sistema 2.1., éste junto con la primera y segunda ecuaciones de la expresión 2.5., 
constituyen un sistema de 8 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, 
expresión 2.6., cuya integración permite obtener, en función del tiempo, las incógnitas 
𝑢𝑢, 𝑟𝑟,𝑞𝑞,𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑓𝑓,𝜃𝜃 y 𝜙𝜙.         −𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜙𝜙 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑚𝑚(?̇?𝑢 − 𝑓𝑓𝑟𝑟 + 𝑞𝑞𝑞𝑞) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑚𝑚(?̇?𝑟 + 𝑓𝑓𝑢𝑢 − 𝑝𝑝𝑞𝑞) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 cos𝜙𝜙 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑚𝑚(?̇?𝑞 − 𝑞𝑞𝑢𝑢 + 𝑝𝑝𝑟𝑟) 
𝐿𝐿𝐷𝐷 + 𝐿𝐿𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑥𝑥 ?̇?𝑝 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 ?̇?𝑓 + �𝐼𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑦𝑦�𝑞𝑞𝑓𝑓 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑝𝑝𝑞𝑞 
𝑀𝑀𝐷𝐷 + 𝑀𝑀𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑦𝑦 ?̇?𝑞 − (𝐼𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑥𝑥)𝑝𝑝𝑓𝑓 + 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 (𝑝𝑝2 − 𝑓𝑓2) 
𝑁𝑁𝐷𝐷 + 𝑁𝑁𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑦𝑦 ?̇?𝑓 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 ?̇?𝑝 − �𝐼𝐼𝑥𝑥 − 𝐼𝐼𝑦𝑦�𝑝𝑝𝑞𝑞 + 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑞𝑞𝑓𝑓  ?̇?𝜙 = 𝑝𝑝 + (𝑞𝑞 sin𝜙𝜙 + 𝑓𝑓 cos𝜙𝜙) tan 𝜃𝜃   ?̇?𝜃 = 𝑞𝑞 cos𝜙𝜙 − 𝑓𝑓 sin𝜙𝜙 
(2.6) 
2.2.1.3.3. Determinación de la trayectoria 
En este apartado se desarrollan las relaciones cinemáticas lineales, que permiten 
determinar la trayectoria del centro de masas del vehículo a partir de los resultados 
obtenidos de la integración del sistema de ecuaciones diferenciales planteado en el 
apartado anterior. 
Si el sistema de ejes Tierra es inercial, hipótesis (i), la velocidad absoluta del vehículo 
puede expresarse proyectada en ejes Tierra como: 
𝑉𝑉�⃗𝑛𝑛 = �?̇?𝑥𝑛𝑛?̇?𝑦𝑛𝑛
?̇?𝑧𝑛𝑛
� = 𝐿𝐿𝑏𝑏ℎ  𝑉𝑉�⃗𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝑏𝑏ℎ  �𝑢𝑢𝑟𝑟
𝑞𝑞
� = 𝐿𝐿ℎ𝑏𝑏𝑇𝑇  �𝑢𝑢𝑟𝑟
𝑞𝑞
� (2.7) 
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Utilizando la expresión de la matriz de transformación 𝐿𝐿𝑏𝑏ℎ como se detalla en el Anexo I, 
se obtienen las llamadas relaciones cinemáticas lineales: 
?̇?𝑥𝑛𝑛 = (cos𝜃𝜃 cos𝛹𝛹)𝑢𝑢 + (sin𝜙𝜙 sin𝜃𝜃 cos𝛹𝛹 − cos𝜙𝜙 sin𝛹𝛹)𝑟𝑟 +  +(cos𝜙𝜙 sin𝜃𝜃 cos𝛹𝛹 + sin𝜙𝜙 sin𝛹𝛹)𝑞𝑞 
?̇?𝑦𝑛𝑛 = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛹𝛹)𝑢𝑢 + (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛹𝛹 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜙𝜙 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝛹𝛹)𝑟𝑟 +  +(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜙𝜙 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛹𝛹 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝛹𝛹)𝑞𝑞 
?̇?𝑧𝑛𝑛 = (−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃)𝑢𝑢 + (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 )𝑟𝑟 + (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜙𝜙 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃)𝑞𝑞 
(2.8) 
Introduciendo en estas expresiones los valores de 𝑢𝑢, 𝑟𝑟,𝑞𝑞,𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑓𝑓,𝜃𝜃 y 𝜙𝜙 en función del 
tiempo, obtenidos al integrar el sistema 2.6, se determina la ley de movimiento del 
centro de masas del vehículo, cuya integración numérica permite obtener la ecuación de 
su trayectoria. 
2.2.1.3.4. Ecuaciones del vehículo como solido rígido 
Durante el proceso de cálculo, será necesario conocer la posición y velocidad de ciertos 
puntos del vehículo a partir de la posición y velocidad de su centro de masas. Por ello, se 
presentan las ecuaciones de la mecánica del sólido rígido mediante las que se podrán 
obtener. 
Denominando “𝐴𝐴” a un punto cualquiera del vehículo y “𝐶𝐶𝐶𝐶” al centro de masas, la 
posición del punto 𝐴𝐴, 𝑓𝑓𝐴𝐴, cuando el sólido realiza un movimiento general, puede 
expresarse a cada instante como: 
𝑓𝑓𝐴𝐴 = 𝑓𝑓𝐶𝐶𝐺𝐺 + 𝑓𝑓𝐴𝐴 𝐶𝐶𝐺𝐺�  (2.9) 
Donde: 
𝑓𝑓𝐶𝐶𝐺𝐺 ≡ Posición instantánea del centro de masas. 
𝑓𝑓𝐴𝐴
𝐶𝐶𝐺𝐺�
≡ Posición relativa (en referencia móvil) del punto 𝐴𝐴 respecto al 𝐶𝐶𝐶𝐶.
Derivando ahora la expresión para la posición, ecuación 2.9, se obtiene la igualdad para la 
velocidad instantánea del punto 𝐴𝐴, 𝑉𝑉�⃗𝐴𝐴.
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𝑉𝑉�⃗𝐴𝐴 = 𝑉𝑉�⃗ 𝐶𝐶𝐺𝐺 + 𝜔𝜔�⃗ × 𝑓𝑓𝐴𝐴 𝐶𝐶𝐺𝐺�  (2.10) 
Donde: 
𝑉𝑉�⃗ 𝐶𝐶𝐺𝐺 ≡Velocidad instantánea del centro de masas.
𝜔𝜔�⃗ × 𝑓𝑓𝐴𝐴
𝐶𝐶𝐺𝐺�
≡ Producto vectorial entre la velocidad angular absoluta (relativa al
sistema de referencia fijo) y la posición relativa del punto 𝐴𝐴 respecto de 𝐶𝐶𝐶𝐶. 
Como se desprende de la formulación, para obtener la posición y velocidad de un punto 
cualquiera en cierto instante de tiempo, será necesario conocer la posición relativa al 
centro de masas del punto y la velocidad angular del vehículo. 
2.2.1.4. Alcance 
El modelo físico adoptado para la dinámica del vehículo, descrito en las secciones 
anteriores del capítulo, permite calcular las variables 𝑢𝑢, 𝑟𝑟,𝑞𝑞,𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑓𝑓,𝜙𝜙,𝜃𝜃 y 𝛹𝛹 en función 
del tiempo, a partir de un valor dado de las fuerzas y momentos que actúan sobre el 
vehículo, bajo el cumplimiento de las hipótesis planteadas, aunque para ello será 
necesario integrar un el sistema 8 ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, de 
primer orden. 
Además, aplicando las expresiones de mecánica del sólido rígido, expresiones 2.9 y 2.10, 
se puede obtener la posición y velocidad instantánea de cualquier punto del vehículo, 
pudiéndose reproducir la dinámica y cinemática de éste. 
Centrando la atención en los aspectos que escapan al alcance de la modelización de la 
dinámica que se ha planteado, la hipótesis más restrictiva, es la de considerar el vehículo 
como sólido rígido. Al trabajar con esta hipótesis, por otro lado imprescindible para poder 
aplicar los teoremas de conservación, se pierden todos los efectos dinámicos asociados a 
las deformaciones elásticas de la estructura y de los dispositivos aerodinámicos que se 
consideren, además del efecto de fenómenos aeroelásticos como el flameo, que de 
incorporarse al modelo, podrían influir notablemente en los resultados. 
Por otra parte, considerar la masa del vehículo constante, la existencia de un plano de 
simetría o la distribución de masa invariable respecto del sistema ejes cuerpo, junto con 
la hipótesis de Tierra plana o aceleración de la gravedad constante en el rango de alturas 
considerado, no desvía significativamente al modelo de la realidad, puesto que estos 
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fenómenos provocan efectos de órdenes inferiores a los considerados, escapando por 
tanto al alcance del proyecto. 
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2.2.2. Modelo aerodinámico 
El modelo físico que permite estudiar las interacciones entre un cuerpo en movimiento, 
en este caso un automóvil de competición, y el fluido en el que está inmerso, puede 
construirse a partir de los principios fundamentales de conservación de la masa, cantidad 
de movimiento y conservación de la energía.  
Tras definir los sistemas de referencia utilizados y realizar diversas hipótesis 
simplificativas acerca las propiedades del fluido y del flujo alrededor del vehículo, se 
deduce que para los propósitos de éste estudio es suficiente considerar el flujo como 
potencial, como se demuestra en el Anexo III, aunque este tratamiento conlleve 
restricciones importantes en el alcance del método. 
Finalmente, se expone brevemente la metodología por la que se calculan las cargas 
aerodinámicas que actúan sobre el cuerpo y que, junto con las mecánicas y 
gravitacionales, permitirán obtener el estado de cargas del vehículo, que a su vez 
permitirá analizar la forma en que éstas pueden ser moduladas mediante el uso de 
dispositivos aerodinámicos, con la finalidad de mejorar las prestaciones del automóvil. 
2.2.2.1. Hipótesis generales y justificación 
Las principales hipótesis a partir de las cuales se ha modelado la aerodinámica del 
vehículo son las siguientes: 
i. Se asume el fluido como no viscoso, de modo que se supone que los efectos de la
viscosidad son solo importantes en las zonas de capa límite y estela viscosa,
aunque por otra parte se considera que éstas son infinitamente delgadas.
ii. Se idealiza el fluido como incompresible debido a que las velocidades típicas para
automóviles de competición son pequeñas en relación a la velocidad del sonido,
siendo el número de Mach menor que 0,3.
iii. Se supone flujo cuasi-estacionario, es decir, se aplica un operador aerodinámico
(o método de resolución) estacionario, como es cualquier método aplicado a un
flujo potencial, a un problema con condiciones no estacionarias, como el flujo
alrededor del vehículo en movimiento.
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iv. Se asume que el flujo alrededor del vehículo puede considerarse irrotacional en
virtud del Teorema de la circulación de Kelvin.
v. Se supone flujo isentrópico.
Las hipótesis (i.), (ii.), (iv.) y (v.) se justifican por el análisis dimensional que se ha realizado 
a partir del desarrollo de los teoremas de conservación de la masa, cantidad de 
movimiento y energía, que se presentan en el Anexo III, tomando valores típicos de 
aplicaciones en el campo de los automóviles de competición. 
Por otra parte, la condición de flujo cuasi-estacionario se justifica por el valor del número 
de Strouhal obtenido. Es número adimensional relaciona la oscilación de un flujo con su 
velocidad media. Para valores típicos de un problema de dinámica de vehículos, el valor 
obtenido sugiere que el problema no cambia apreciablemente en el tiempo de residencia 
de una partícula, calculado como el cociente entre la velocidad y la longitud de 
referencia. 
2.2.2.2. Sistemas de referencia 
De forma análoga al modelo dinámico, debe definirse un marco de referencia en el que 
poder expresar las ecuaciones de la aerodinámica. Para ello, se define el sistema de ejes 
viento, 𝐹𝐹𝑤𝑤(𝑂𝑂𝑤𝑤,𝑥𝑥𝑤𝑤 ,𝑦𝑦𝑤𝑤 , 𝑧𝑧𝑤𝑤), como aquel ligado a la velocidad aerodinámica del vehículo 
en cada instante de tiempo, de forma que el eje 𝑥𝑥𝑤𝑤 está dirigido según el vector 
velocidad aerodinámica, 𝑉𝑉�⃗ , del vehículo y en su mismo sentido, mientras que el eje 𝑧𝑧𝑤𝑤
está contenido en el plano de simetría y el eje 𝑦𝑦𝑤𝑤 forma un triedro a derechas con los 
anteriores. 
Adicionalmente, en el Anexo I puede encontrarse la orientación de los ejes viento 
respecto del sistema ejes cuerpo, junto con la matriz de transformación correspondiente, 
que se utilizará recurrentemente durante el proceso de cálculo. 
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2.2.2.3. Formulación del modelo aerodinámico 
Para el desarrollo de la formulación matemática del modelo aerodinámico, se asumen las 
hipótesis planteadas en el apartado 2.2.2.1., que se derivan del estudio del campo fluido 
que se ha realizado y se presenta en el Anexo III. 
De acuerdo con lo anterior, para los propósitos de este estudio será suficiente considerar 
el campo fluido como potencial, por lo que el comportamiento éste fluido ideal puede 
describirse a partir de la ecuación de Laplace: 
∇2Φ = 0 (2.11) 
Donde Φ es una función escalar llamada potencial de velocidades, definida de tal modo 
que el campo de velocidades pueda expresarse como 𝑉𝑉�⃗ = ∇�⃗ Φ, en virtud de la hipótesis 
de flujo irrotacional. 
Nótese que la ecuación de Laplace es una ecuación diferencial en derivadas parciales 
lineal de segundo orden. Por el hecho de ser lineal, la suma de soluciones particulares 
también es solución de la ecuación, por lo que puede aplicarse el principio de 
superposición. Así, el potencial de velocidades, Φ, puede expresarse como la suma del 
potencial de velocidades de la corriente no perturbada, 𝜑𝜑∞, y el potencial de velocidades 
de perturbación, 𝜑𝜑, provocado por la presencia del cuerpo en movimiento relativo 
respecto del fluido. 
Para completar la formulación del problema matemático, deben definirse unas 
condiciones de contorno adecuadas. Para ello, considérese el cuerpo en movimiento 
inmerso en el seno de un campo fluido, tal y como se muestra en la figura 2.2. 
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Figura 2.2. Configuración del problema aerodinámico. 
Se observa que el flujo de aire alrededor del automóvil está delimitado, por una parte, 
por una corriente sin perturbar, teóricamente a una distancia infinita aguas arriba del 
cuerpo (o campo lejano); además de por la superficie del cuerpo, de tal modo que deben 
contemplarse las condiciones de contorno para estas dos fronteras del dominio. 
En el campo lejano, se considera que las perturbaciones del flujo debidas a la presencia 
del cuerpo desaparecen, obteniéndose el potencial de velocidades del flujo no 
perturbado,  𝜑𝜑∞.  
Por otra parte, en la frontera del cuerpo, el flujo no puede penetrar la superficie que 
delimita su volumen por lo que, para fluidos no viscosos, se establece la condición de 
deslizamiento del fluido, por la que el vector velocidad del flujo en ésta región debe ser 
tangente a la superficie. En consecuencia, la velocidad normal en estos puntos es 
conocida e igual a cero. Así, considerando que el cuerpo está fijado a un sistema de 
referencia (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑏𝑏, sistema de ejes cuerpo, y se mueve en el espacio respecto a un 
sistema de referencia inercial (𝑋𝑋,𝑋𝑋,𝑍𝑍)𝑛𝑛, sistema ejes Tierra, la condición de contorno 
sobre el cuerpo puede expresarse como: 
�∇�⃗ Φ − 𝒗𝒗�⃗ � ·  𝑠𝑠� = 𝑉𝑉𝑁𝑁 (2.12) 
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Donde ∇�⃗ Φ es la velocidad total del fluido, ?⃗?𝑟 es la velocidad del fluido en ejes cuerpo en la 
frontera, 𝑠𝑠�(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) es el vector normal a la superficie del cuerpo y 𝑉𝑉𝑁𝑁 es la magnitud de la 
velocidad en dirección normal al cuerpo, expresada en el sistema ejes Tierra. 
La velocidad en ejes cuerpo puede expresarse como: 
?⃗?𝑟 = 𝑉𝑉�⃗ 0 + 𝜔𝜔�⃗ × 𝑓𝑓 + 𝑉𝑉�⃗ 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑝𝑝  (2.13) 
Siendo 𝑉𝑉�⃗ 0 la velocidad de traslación en ejes Tierra, 𝜔𝜔�⃗  la velocidad angular del sistema ejes
cuerpo respecto del sistema ejes Tierra, 𝑓𝑓 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) el vector posición respecto del 
origen del sistema ejes cuerpo y 𝑉𝑉�⃗ 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑝𝑝 = (?̇?𝑥, ?̇?𝑦, ?̇?𝑧) la velocidad relativa de un punto del
cuerpo, debida a las deformaciones de éste. 
A pesar de que la ecuación 2.11 junto con las condiciones de contorno conforman un 
problema matemáticamente bien condicionado, existen infinitas soluciones, debido a que 
la circulación alrededor del cuerpo no está determinada. Para cerrar el problema, se 
aplica adicionalmente la condición de Kutta2 en el borde de salida del cuerpo, con lo que 
la circulación queda determinada, dando lugar a una única solución para el flujo ideal 
considerado, que tendrá validez mientras el flujo se mantenga adherido a las superficies 
del cuerpo. 
2.2.2.3.1. Método de paneles 
Planteado el problema, se aplica un método de paneles de bajo orden para la resolución 
numérica del problema potencial. La explicación completa del método de paneles 
planteado puede encontrarse en [3]. A continuación se exponen las partes más 
relevantes. 
Considérese un cuerpo delimitado por su frontera, 𝑆𝑆𝐵𝐵, inmerso en un fluido ideal 
encerrado en un dominio Ω y frontera 𝑆𝑆∞, con una estela que se extiende aguas abajo del 
cuerpo delimitada por 𝑆𝑆𝑊𝑊, siendo 𝑈𝑈 su frontera superior y 𝐿𝐿 la inferior, como se muestra 
en la figura 2.2. La frontera, 𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝐵𝐵 + 𝑆𝑆𝑊𝑊 divide el dominio del problema en regiones 
internas y externas al cuerpo, siendo Φ𝑝𝑝 y Φ los potenciales de velocidades en esas 
regiones. Ambos potenciales, por definición, satisfacen la ecuación 2.11. 
2 Condición de Kutta: En aerodinámica, la condición de Kutta impone que la velocidad de las 
partículas de fluido en el borde de salida de un perfil aerodinámico deben ser iguales, 
independientemente de si fluyen por el extradós o por el intradós del perfil. 
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Siguiendo la teoría de flujo potencial, se ha supuesto que las perturbaciones introducidas 
en el flujo por la presencia del cuerpo y la estela pueden modelarse como distribuciones 
de dobletes y fuentes, como se demuestra en [4]. Aplicando ahora el teorema de Green3 
según se expone en [5], puede obtenerse una solución general para el potencial de 
velocidades para cada punto, 𝑝𝑝 del dominio. Siguiendo el razonamiento expuesto en [6], 
dicha solución puede expresarse como: 
Φ𝑝𝑝 = 𝜑𝜑∞(𝑝𝑝) + 14𝜋𝜋�𝜇𝜇∇�⃗ �1𝑓𝑓� · 𝑠𝑠� 𝑑𝑑𝑆𝑆 − 14𝜋𝜋��𝜎𝜎𝑓𝑓�𝑑𝑑𝑆𝑆 + 14𝜋𝜋 �𝜇𝜇𝑊𝑊∇�⃗ �1𝑓𝑓�
𝑆𝑆𝑊𝑊𝑆𝑆𝐵𝐵𝑆𝑆𝐵𝐵
· 𝑠𝑠� 𝑑𝑑𝑆𝑆 (2.14)
Donde 𝑓𝑓 representa la distancia entre el punto 𝑝𝑝 y el elemento de superficie 𝑑𝑑𝑆𝑆, 𝑠𝑠� el 
vector normal exterior a 𝑑𝑑𝑆𝑆 y 𝜑𝜑∞ es el potencial de velocidades del flujo no perturbado. 
Los términos 𝜇𝜇 = −(Φ−Φ𝑝𝑝) y 𝜎𝜎 = −�∇�⃗ (Φ−Φ𝑝𝑝) · 𝒏𝒏�� representan, respectivamente, la
intensidad por unidad de área de una distribución de dobletes y una distribución de 
fuentes [6]. Esto representa, respectivamente, saltos en el potencial de velocidades y 
saltos de la componente normal de la velocidad a través de las fronteras del dominio. 
Además, se ha asumido que la estela es delgada, por lo que se considera que no hay 
discontinuidad de la componente normal de la velocidad a través de la estela [6]. 
Cabe remarcar que, cuando se evalúa la influencia de un panel sobre sí mismo (el punto 𝑝𝑝 
situado sobre la frontera del cuerpo 𝑆𝑆𝐵𝐵, la distancia 𝑓𝑓 → 0 y la ecuación de Laplace, 
expresión 2.14, se vuelve singular. En este caso el punto debe ser excluido de la 
integración. Por otra parte, en el caso en el que el punto 𝑝𝑝 se halle dentro del cuerpo, se 
obtiene: Φ𝑝𝑝 = 𝜇𝜇 2⁄ . 
Adicionalmente, nótese que el potencial de perturbación tiende a cero para 𝑓𝑓 → ∞, por 
lo que la condición de contorno en campo lejano queda automáticamente satisfecha. 
Para resolver la ecuación 2.14, se considera que, en el interior del cuerpo el potencial de 
velocidades es constante e igual al de la corriente no perturbada. 
Φ𝑝𝑝 = 𝜑𝜑∞ (2.15) 
Además el potencial de velocidades en cualquier punto del dominio puede expresarse 
como el potencial de velocidades no perturbado, 𝜑𝜑∞, más el potencial de velocidades de 
3 Teorema de Green: En física y matemáticas, el teorema de Green da la relación entre una 
integral de línea alrededor de una curva cerrada simple y una integral doble sobre la región plana 
delimitada por dicha curva. 
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perturbación, 𝜑𝜑 del cuerpo y de la estela, por lo que el potencial de velocidades de 
perturbación queda definido como: 
𝜑𝜑 = Φ− 𝜑𝜑∞ (2.16) 
Atendiendo a lo anterior, para un punto 𝑝𝑝 de la región interna al cuerpo, la ecuación 2.14. 
resulta: 
0 = 14𝜋𝜋�𝜇𝜇∇�⃗ �1𝑓𝑓� · 𝑠𝑠� 𝑑𝑑𝑆𝑆 − 14𝜋𝜋��𝜎𝜎𝑓𝑓�𝑑𝑑𝑆𝑆 + 14𝜋𝜋 �𝜇𝜇𝑊𝑊∇�⃗ �1𝑓𝑓�
𝑆𝑆𝑊𝑊𝑆𝑆𝐵𝐵𝑆𝑆𝐵𝐵
· 𝑠𝑠� 𝑑𝑑𝑆𝑆 (2.17) 
Combinando las relaciones 2.15 y 2.16 se obtiene: 
−𝜇𝜇 =  Φ− 𝜑𝜑∞ = 𝜑𝜑 (2.18) 
Es decir, la intensidad por unidad de área de la distribución de dobletes en la frontera 𝑆𝑆𝐵𝐵 
debe ser igual al potencial de velocidades de perturbación. 
Por otra parte, la intensidad por unidad de área de las fuentes queda: 
−𝜎𝜎 = ∇�⃗ (Φ− 𝜑𝜑∞) · 𝑠𝑠� = ∇�⃗ (𝜑𝜑) · 𝑠𝑠� (2.19) 
En este punto, la solución a la ecuación 2.17 pasa por encontrar una distribución de 
dobletes y fuentes adecuada. Para ello, se impone la intensidad por unidad de superficie 
de las fuentes, 𝜎𝜎, considerando la condición de contorno de Neumann4 sobre la frontera 
del cuerpo: 
𝜎𝜎 = −𝑉𝑉𝑁𝑁 − �𝑉𝑉�⃗ 0 + 𝜔𝜔�⃗ × 𝑓𝑓 + 𝑉𝑉�⃗ 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑝𝑝� · 𝑠𝑠� (2.20) 
De esta forma, de la ecuación 2.17 puede hallarse la distribución de dobletes, asumiendo 
que la intensidad por unidad de longitud de los dobletes de la estela, 𝜇𝜇𝑊𝑊, quedan 
determinados por aplicación de la condición de Kutta en el borde de salida. 
4 Condición de contorno de Neumann: Una condición de contorno de Neumann significa que, en el 
límite del dominio que se está considerando, se especifica el valor de la primera derivada de la 
función incógnita. En concreto, en este caso se está imponiendo la condición de deslizamiento de 
la velocidad, lo que significa que ésta debe ser tangente a la frontera en todos los puntos, 
impidiendo que el flujo pueda atravesar la superficie del cuerpo. 
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A continuación, se obtiene una forma discreta de la ecuación 2.17 descomponiendo las 
integrales de superficie en integrales sobre diversos paneles (elementos cuadriláteros o 
triángulos delgados), distribuidos a lo largo del cuerpo y de la estela, por lo que las 
ecuaciones discretas obtenidas se satisfacen para cada panel 𝐽𝐽 (𝐽𝐽 = 1,𝑁𝑁𝐵𝐵) en el cuerpo, 
considerando la contribución de todos los paneles, 𝐾𝐾 (𝐾𝐾 = 1,𝑁𝑁𝐵𝐵 + 𝑁𝑁𝑊𝑊). 
Atendiendo a lo anterior, la versión discretizada de la ecuación 2.17 es un conjunto de 
ecuaciones para cada punto de control: 
�𝜇𝜇𝐾𝐾 𝐶𝐶𝐽𝐽𝐾𝐾 + �𝜇𝜇𝐿𝐿  𝐶𝐶𝐽𝐽𝐿𝐿𝑁𝑁𝑊𝑊
𝐿𝐿=1
= �𝜎𝜎𝐾𝐾 𝐵𝐵𝐽𝐽𝐾𝐾𝑁𝑁𝐵𝐵
𝐾𝐾=1
𝑁𝑁𝐵𝐵
𝐾𝐾=1
 (2.21) 
Donde los coeficientes 𝐶𝐶𝐽𝐽𝐾𝐾, 𝐶𝐶𝐽𝐽𝐿𝐿 y 𝐵𝐵𝐽𝐽𝐾𝐾  denotan el potencial de perturbación del punto de 
control del panel 𝐽𝐽 por unidad de longitud provocado por una distribución uniforme de 
dobletes y fuentes en el panel 𝐾𝐾. 
Puede demostrarse [3] que dichos coeficientes de influencia se expresan como: 
𝐶𝐶𝐽𝐽𝐾𝐾 = �∇𝐾𝐾 � 1𝑓𝑓𝐽𝐽𝐾𝐾�
𝑆𝑆𝐾𝐾
· 𝑠𝑠�𝐾𝐾 𝑑𝑑𝑆𝑆𝐾𝐾 (2.22) 
𝐶𝐶𝐽𝐽𝐿𝐿 = �∇𝐿𝐿 � 1𝑓𝑓𝐽𝐽𝐿𝐿�
𝑆𝑆𝐿𝐿
· 𝑠𝑠�𝐿𝐿  𝑑𝑑𝑆𝑆𝐿𝐿 (2.23) 
𝐵𝐵𝐽𝐽𝐾𝐾 = � 1𝑓𝑓𝐽𝐽𝐾𝐾
𝑆𝑆𝐾𝐾
𝑑𝑑𝑆𝑆𝐾𝐾 (2.24) 
Y pueden calcularse a partir de la geometría del panel y las coordenadas del punto de 
control evaluado. 
Resolviendo el sistema de ecuaciones planteado en la expresión 2.21 se obtienen las 
distribuciones de fuentes y dobletes, con lo que será posible calcular el campo de 
presiones y el campo de velocidades en todo el dominio, para calcular finalmente las 
cargas aerodinámicas. 
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2.2.2.3.2. Cálculo de cargas aerodinámicas 
Las cargas aerodinámicas que actúan sobre el cuerpo se calculan mediante la ecuación de 
Bernoulli para flujo no estacionario. Por tanto, el coeficiente de presión, 𝐶𝐶𝑝𝑝, puede ser 
obtenido para cualquier punto del dominio como: 
𝐶𝐶𝑝𝑝 = 𝑝𝑝 − 𝑝𝑝∞1 2� 𝜌𝜌∞𝑉𝑉∞2 = 1 − � 𝑉𝑉𝑉𝑉∞�2 − 2𝑉𝑉∞2 𝜕𝜕𝜑𝜑𝜕𝜕𝜕𝜕 (2.25) 
Siendo 𝑉𝑉 la magnitud de la velocidad total (cinemática y de perturbación), relativa al 
sistema de ejes Tierra en el punto considerado, 𝑉𝑉∞ la magnitud de la velocidad de 
referencia de la corriente no perturbada y el término no estacionario, 𝜕𝜕𝜑𝜑 𝜕𝜕𝜕𝜕⁄  puede 
desarrollarse numéricamente como: 
𝜕𝜕𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕
= −𝜕𝜕𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
= − (𝜇𝜇𝑛𝑛 − 𝜇𝜇𝑛𝑛−∆𝑛𝑛)
∆𝜕𝜕
(2.26) 
Para un panel de superficie 𝐾𝐾 que pertenece a la frontera, la componente tangencial de 
la velocidad de perturbación puede ser calculada tomando el gradiente de 𝜇𝜇 en las 
coordenadas del panel. Así, siendo 𝑙𝑙 y 𝑚𝑚�  los vectores unitarios del sistema de referencia 
local, definido para cada panel: 
𝑞𝑞𝑝𝑝 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝑙𝑙      ,    𝑞𝑞𝑎𝑎 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝑚𝑚� (2.27) 
Por otra parte, la componente en dirección normal, 𝑠𝑠�, puede obtenerse como: 
𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝜎𝜎 (2.28) 
Siendo 𝜎𝜎 la intensidad de la fuente del panel definida por la ecuación (2.20). 
A partir de estos resultados, puede obtenerse la velocidad total en un panel 𝐾𝐾 como la 
suma de la velocidad de perturbación y la velocidad cinemática local (en el panel) como: 
𝑉𝑉�⃗ = �𝑉𝑉�⃗ 0 + 𝜔𝜔�⃗ × 𝑓𝑓 + 𝑉𝑉�⃗ 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑝𝑝� + (𝑞𝑞𝑝𝑝) · 𝑙𝑙 + (𝑞𝑞𝑎𝑎) · 𝑚𝑚� + (𝑞𝑞𝑛𝑛) · 𝑠𝑠� (2.29) 
A pesar de que la ecuación (2.27) puede ser fácilmente evaluada cuando el dominio está 
discretizado formando una malla estructurada mediante aproximaciones por diferencias 
finitas, se requiere un enfoque más general para discretizaciones arbitrarias del dominio. 
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Para ello, las derivadas son evaluadas en el punto de control de cada panel, usando el 
valor de la intensidad de doblete en los vértices, 𝑠𝑠 del mismo. Éstos se obtienen como: 
𝜇𝜇𝑝𝑝 = ∑ 𝐴𝐴𝑗𝑗𝜇𝜇𝑗𝑗𝑗𝑗=1,𝑛𝑛𝑑𝑑𝑖𝑖∑ 𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗=1,𝑛𝑛𝑑𝑑𝑖𝑖  (2.30) 
 
Donde 𝐴𝐴𝑗𝑗 y 𝜇𝜇𝑗𝑗  son la superficie y la intensidad de doblete de un panel 𝐽𝐽, respectivamente, 
realizándose la suma sobre los 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝 paneles que rodean un vértice 𝑠𝑠. 
Una vez determinadas las intensidades de doblete en las esquinas de los paneles, pueden 
evaluarse las derivadas mediante una aproximación de elementos finitos. 
En cuanto al cálculo de las cargas aerodinámicas que actúan en paneles delgados, debe 
adoptarse un procedimiento diferente. En este caso, el gradiente de la intensidad de 
doblete representa el salto en la velocidad tangencial en el panel: 
∆𝑉𝑉�⃗ 𝑛𝑛 = 𝑉𝑉�⃗ 𝑛𝑛𝑈𝑈 − 𝑉𝑉�⃗ 𝑛𝑛𝐿𝐿 = ∇�⃗ 𝜇𝜇 (2.31) 
 
Donde las componentes tangenciales de la velocidad se obtienen de: 
𝑉𝑉�⃗ 𝑛𝑛
𝑈𝑈 = 𝑉𝑉�⃗𝑎𝑎 + 12∆𝑉𝑉�⃗ 𝑛𝑛 
𝑉𝑉�⃗ 𝑛𝑛
𝐿𝐿 = 𝑉𝑉�⃗𝑎𝑎 − 12∆𝑉𝑉�⃗ 𝑛𝑛 (2.32) 
 
Siendo 𝑉𝑉�⃗𝑎𝑎 la velocidad tangencial media en el punto de control del panel, cinemática y de 
perturbación, que omite la contribución del panel sobre sí mismo. Con todo lo anterior, la 
diferencia de presión que actúa sobre el panel puede ser calculada como: 
∆𝐶𝐶𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑈𝑈 − 𝐶𝐶𝑝𝑝𝐿𝐿 = − 2𝑉𝑉∞2 �𝑉𝑉�⃗𝑎𝑎 ·  ∆𝑉𝑉�⃗ 𝑛𝑛 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕  � (2.33) 
 
Conocido ∆𝐶𝐶𝑝𝑝, las cargas aerodinámicas que actúan sobre el cuerpo pueden hallarse 
fácilmente, calculando la fuerza sobre cada panel, multiplicando ∆𝐶𝐶𝑝𝑝 por su superficie, 
para obtener finalmente la resultante como suma de las contribuciones de cada panel. 
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2.2.2.4. Alcance  
 
El modelo físico adoptado para el análisis de la aerodinámica del vehículo, descrito en las 
secciones anteriores, permite calcular las cargas aerodinámicas sobre el vehículo 
integrando las diferencias de presión obtenidas en cada punto de control de la superficie 
mediante el método de paneles. 
Además, debido a los procesos numéricos que se han empleado, es posible obtener las 
fuerzas aerodinámicas sobre cada uno de los dispositivos aerodinámicos ensayados 
(alerones, spoilers, etc.) por separado; de modo que se facilita la interpretación de los 
resultados obtenidos. 
Por otra parte, el alcance del método planteado para la modelización de la aerodinámica 
alrededor del vehículo, que tiene por finalidad calcular las cargas aerodinámicas sobre el 
automóvil, se encuentra fuertemente restringido por las hipótesis realizadas. 
Dentro del conjunto de hipótesis, la que más limita el alcance del modelo es la de 
considerar el fluido como no viscoso, puesto que el modelo no será capaz de calcular la 
contribución de la resistencia de forma y la resistencia de fricción a la resistencia 
aerodinámica, que además es la más significativa en la zona trasera del vehículo, donde 
en un fluido viscoso real se observaría desprendimiento de la corriente. Para corregir esta 
limitación, se realiza una corrección de la resistencia aerodinámica. Para ello, se estima 
un valor para el coeficiente de resistencia parásita, tanto del automóvil como del alerón: 
𝐶𝐶𝐷𝐷0,𝑏𝑏 y 𝐶𝐶𝐷𝐷0,𝑎𝑎, respectivamente, que serán añadidos a los resultados obtenidos mediante 
el método de paneles desarrollado en este apartado. Además, deben definirse las 
distancias respecto del centro de gravedad de los puntos de aplicación de dichas fuerzas 
de resistencia, con lo que será posible modificar los valores obtenidos con el método de 
paneles, tanto de la resistencia como del momento de cabeceo. 
Adicionalmente, pueden imponerse condiciones de contorno especiales sobre 
determinadas partes de la geometría para simular flujo desprendido, como es el caso de 
la zona posterior del automóvil o el borde de salida del alerón, lo que acerca el modelo a 
la realidad. 
En relación al resto de las hipótesis adoptadas, aunque limitan en alguna medida el 
alcance del modelo aerodinámico, no suponen desviaciones importantes respecto a un 
modelo más realista, considerando los objetivos de este proyecto. 
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3. Implementación numérica 
 
En este capítulo se presenta el código que se ha desarrollado, así como el entorno o 
conjunto de programas en el que se plantea el problema en términos numéricos, 
implementando la metodología desarrollada en una aplicación ejecutable que permite 
realizar simulaciones y obtener resultados. 
El tratamiento numérico que puede dividirse en tres partes: pre-proceso, proceso y post-
proceso. Partiendo de un prototipo cuya geometría está definida en un soporte de CAD, 
en el pre-proceso se discretiza la geometría generando una malla formada por elementos 
y nodos, para transformarla en un fichero de datos que posteriormente se introduce en 
la aplicación que permite realizar el proceso de cálculo. Finalmente, los resultados 
obtenidos son exportados para ser analizados, como parte del post-proceso, como se ha 
expuesto en el apartado 2.1. (ver figura 2.1.). 
Para el pre-proceso y el post-proceso se utiliza el software comercial GiD. The personal 
pre and post processor [7] desarrollado por CIMNE (International Center for Numerical 
Methods in Engineering) y MS Office 2013, mientras que para el proceso se parte de la 
aplicación PARACHUTES5 [8], también desarrollada por CIMNE, del que se toma prestado 
el solver [3] para el cálculo de las cargas aerodinámicas. 
Para adaptar el código, que originalmente está destinado al estudio del movimiento de 
paracaídas, a los requerimientos de este proyecto, se ha programado una subrutina que 
incorpora un solver para la resolución del problema dinámico planteado en el apartado 
2.2.1. y se ha modificado convenientemente parte del código fuente original para acoplar 
dicha subrutina. De esta forma, la aplicación PARACHUTES, junto con la subrutina 
SOLVE_DYNAMICS desarrollada, representan la aplicación ejecutable en la que se 
implementa la metodología propuesta. 
En el apartado 3.1. se presenta la aplicación en su conjunto y posteriormente, en el 
apartado 3.2. se expone en detalle la parte del código desarrollada ex profeso para el 
presente estudio.  
5 PARACHUTES es una aplicación realizada desarrollada por CIMNE (International Centre for 
Numerical Methods in Engineering) en el campo del diseño y evaluación del sistema formado por 
un paracaídas y su carga de pago, que involucran un solver para el problema fluido-estructural no 
estacionario acoplado, necesario para la simulación del movimiento de dicho sistema en seno del 
fluido, así como un conjunto de herramientas complementarias, cuya finalidad es el estudio de la 
trayectoria y los efectos que producen los diversos elementos del sistema de control del 
paracaídas. 
48 
 
                                                          
Capítulo 3. Implementación numérica 
3.1. Funcionamiento del código. Descripción del modelo acoplado 
 
Como se ha explicado en la introducción del capítulo, el pre-proceso parte de una 
geometría determinada que modeliza la forma del prototipo. Su geometría se malla para 
ser discretizada en cierto número de nodos, para los que se conoce inicialmente la 
posición, tanto relativa al centro de masas del vehículo, como respecto del sistema de 
referencia ejes Tierra, escogido como sistema fijo o inercial, además de imponer las 
condiciones de contorno necesarias para definir el problema. Adicionalmente, será 
necesario definir las condiciones iniciales de operación y las variables numéricas que 
controlan la simulación. Para ello, se utiliza un archivo de texto que posteriormente 
pasará la información al módulo del programa encargado de reconstruir la geometría a 
partir de la información de la malla, contenida en un archivo de datos. 
De esta forma, por una parte se inicializan las variables relativas a la actitud inicial del 
vehículo respecto del sistema de referencia fijo, superficie y longitud de referencia, 
velocidad inicial de avance y, adicionalmente, velocidad del viento (en caso de que quiera 
considerarse en la simulación), además de otros parámetros que determinan la forma en 
que se realizarán los cálculos y otras cuestiones internas de la aplicación que exceden el 
alcance de este proyecto.  
Por otra parte, se introduce el valor de las variables numéricas que definirán el tiempo y 
la frecuencia de cálculo, además de parámetros relativos a la captura de resultados, que 
se guardarán en archivos de texto para ser analizados en el post-proceso.  
Introducidos todos estos datos, al ejecutar la solución PARACHUTES, el código podrá 
acceder a toda la información necesaria para resolver el caso planteado. En la figura 3.1. 
se muestra el diagrama de flujos de la rutina principal, a modo de esquema que permita 
resumir sus principales partes y funciones. 
Para los propósitos de éste capítulo, la aplicación PARACHUTES, en la que se realiza todo 
el proceso de cálculo computacional, puede dividirse en tres bloques principales: toma de 
datos y generación de la geometría, resolución del problema aerodinámico, y resolución 
del problema dinámico. Estos dos últimos resolverán, avanzando en el tiempo, el 
problema dinámico y aerodinámico de forma acoplada. 
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Figura 3.1. Diagrama del flujo de la aplicación PARACHUTES. 
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Al ejecutarse el primer bloque de instrucciones del programa, se toman los datos 
contenidos en diversos módulos y a continuación se llama a la subrutina “GETDATA”, que 
lee el archivo de datos que contiene la información de la geometría y las condiciones de 
contorno que se han aplicado al modelo como parte del pre-proceso, contenidas en el 
archivo “getdata.dat”. A continuación, la subrutina “INIT_VARS” inicializa diversas 
variables que serán necesarias para procesos de cálculo posteriores y a continuación, la 
subrutina “GEO” toma la información procesada anteriormente y reconstruye la 
geometría de las superficies que integran el modelo, con lo que se tiene el problema 
planteado, al haberse definido la geometría, las condiciones de contorno y las 
condiciones iniciales. 
Ya en el segundo bloque, se resuelve el problema aerodinámico para el instante de 
tiempo considerado, proceso que se inicia tras un punto de bifurcación, que requiere que 
la variable de control “solve_aero” se encuentre en estado “true”. De ser así, se entra en 
un bucle. Mientras la variable de control “run_aero” se encuentre en estado “true”, se 
ejecutan secuencialmente las siguientes subrutinas: “KINEMATIS”, que calcula la 
velocidad de cada uno de los nodos del cuerpo, “AERO_ASSEMBLY”, que ensambla el 
sistema de ecuaciones que permiten el cálculo de las intensidades de doblete que 
modelizan la perturbación introducida por cuerpo en el fluido. Posteriormente se ejecuta 
la subrutina “SOLVER”, cuya función es resolver sistema de ecuaciones ensamblado por el 
proceso anterior, para obtener las intensidades de los dobletes que componen el 
potencial de perturbación y finalmente se calculan las intensidades de los dobletes 
situados en los bordes de salida mediante la subrutina “TE_DOUBLET” introduciendo 
ciertos parámetros de relajación para el rollup la estela (que pueden haber sido 
seleccionadas por el usuario previamente) en la subrutina “WAKE_RELAX”. 
En este punto se ha resuelto el problema aerodinámico planteado mediante el método 
de paneles no estacionario que incorpora la aplicación, con lo que se podrán obtener las 
velocidades y presiones en los puntos de control y posteriormente los coeficientes de las 
fuerzas aerodinámicas que actúan sobre el cuerpo. En concreto, se calcularán los 
coeficientes de fuerzas y momentos aerodinámicos aplicados en el centro de masas de 
prototipo, que posteriormente son corregidas teniendo en cuenta la resistencia parásita 
del alerón y del cuerpo del vehículo. Finalmente, se ejecuta la subrutina “OUTPUTMAN”, 
que imprime los resultados obtenidos, tanto en términos de velocidades como de fuerzas 
en archivos de texto. 
El tercer bloque de código será en el que se resuelve la dinámica del vehículo a partir de 
las condiciones iniciales definidas y los resultados obtenidos para las fuerzas y momentos 
aerodinámicos. De esta forma, tras el punto de bifurcación, para lo que es necesario que 
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la variable de control “solve_struc” se encuentre en estado “true”, se ejecuta la subrutina 
“SOLVE_STRUCTURE”, que llama a la subrutina “SOLVE_DYNAMICS”. Ésta última calcula la 
posición y velocidad en el siguiente instante de tiempo al considerado, tanto de los 
diversos nodos como del centro de masas, resultado de la resolución del sistema de 
ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento del vehículo. 
El detalle de los procesos contenidos en la subrutina “SOLVE_STRUCTURE”, y en concreto 
la subrutina “SOLVE_DYNAMICS”, que se ha desarrollado para ser acoplada a la solución 
PARACHUTES, serán expuestos en profundidad en el apartado 3.2. 
A continuación, se actualiza la posición y velocidad de los nodos y del centro de masas, 
que pasan a ser las condiciones iniciales de un nuevo problema aerodinámico, por lo que 
el programa vuelve a la primera bifurcación (como puede verse en el diagrama de flujo de 
la figura 3.1.) y calcula las cargas aerodinámicas que soporta el cuerpo bajo dichas 
condiciones, para volver a calcular las posiciones y velocidades para el siguiente instante 
de tiempo, y así sucesivamente, avanzando la solución en el tiempo hasta el final de la 
simulación. 
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3.2. Subrutina “SOLVE_DYNAMICS” 
 
La subrutina “SOLVE_DYNAMICS” se ha desarrollado para acoplarse la solución 
PARACHUTES, dentro del proceso SOLVE_STRUCTURE, aportando un método de 
resolución de la dinámica del vehículo. 
 
3.2.1. Explicación 
 
“SOLVE_DYNAMICS” resuelve la dinámica del vehículo calculando la velocidad y 
trayectoria del centro de masas para aplicar posteriormente las ecuaciones del sólido 
rígido, a fin de obtener las posiciones y velocidades absolutas de los nodos para cada 
instante de tiempo considerado. Posteriormente, se obtiene la trayectoria del centro de 
masas de la integración de las relaciones cinemáticas lineales, para lo que será necesario 
integrar el sistema de la expresión 2.6. 
Dicho sistema de 8 ecuaciones diferenciales ordinarias se resuelve mediante el método 
de Runge-Kutta de cuarto orden implementado en la subrutina. 
El proceso de cálculo descrito, se pude exponer en 8 pasos o bloques de instrucciones 
que se ejecutan de forma secuencial. 
i. Entrada de datos: En primer lugar, la subrutina recibe los argumentos de entrada 
procedentes del proceso SOLVE_STRUCTURE. Posteriormente se incorporan las 
variables definidas e inicializadas en el módulo “datos_entrada”, así como las 
funciones definidas en el módulo “funciones_RK4”, que son las 8 ecuaciones que 
se integrarán mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden. 
 
ii. Declaración de variables internas, de tipo general, que servirán para alojar las 
diversas componentes de los vectores de entrada, variables numéricas y variables 
para el cálculo de la trayectoria. 
 
iii. Cálculos previos: transformaciones entre sistemas de referencia: Puesto que las 
posiciones, velocidades y acciones aerodinámicas están expresadas en ejes Tierra 
y las ecuaciones del sistema a integrar están expresadas en ejes cuerpo, es 
necesario realizar las correspondientes transformaciones entre sistemas de 
referencia. Para ello, se llama a la subrutina “ejestierra_ejesbody” para los 
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vectores que contienen las acciones aerodinámicas y la velocidad del centro de 
masas. En el caso de las posiciones de los nodos relativas al centro de masas, se 
requiere una subrutina distinta, “nod_ejestierra_ejesbody”, que realiza la misma 
función que “ejestierra_ejesbody” tomando como argumento de entrada una 
matriz en vez de un vector, como en el caso de “ejestierra_ejesbody”. 
 
iv. Solver: Runge-Kutta de cuarto orden (RK4): Para proceder a la integración del 
sistema de ecuaciones, se calculan primero ciertas funciones auxiliares, que 
evalúan las ecuaciones con diversos valores de las variables. Después, puede 
obtenerse el valor de las variables implicadas para el instante de tiempo siguiente 
al considerado como combinación lineal de dichas funciones. 
 
v. Cálculo del valor del ángulo de guiñada: El cálculo del ángulo de guiñada puede 
hacerse por separado, a partir de los cálculos realizados anteriormente. Para ello, 
se calcula el valor de la derivada del ángulo (tercera igualdad de la expresión 2.5.) 
para el instante inicial, entendido como el instante “de entrada” a la subrutina. A 
continuación, se calcula el valor de la derivada a partir de los valores de las 
variables obtenido en la integración del sistema de ecuaciones y finalmente se 
integra en el tiempo mediante la subrutina “integración_trapecio”, que lo hace 
aplicando la regla del trapecio tal como su nombre sugiere, obteniéndose el valor 
del ángulo de guiñada para el instante “siguiente”. 
 
vi. Cálculo de la posición “siguiente” del centro de masas: En este punto, se tienen 
los valores de velocidad lineal, velocidad angular y ángulos de Euler en el instante 
“siguiente” al considerado en el momento de llamar a la subrutina. Para el 
cálculo de la nueva posición del centro de masas, se calcula primero el valor de 
las derivadas de la posición, mediante las relaciones cinemáticas lineales, 
llamando a la subrutina “rel_cinematicas_lin”, tanto para el instante “inicial” 
como para el “siguiente”, con lo que se obtiene el valor “siguiente” de la 
velocidad absoluta del centro de masas. Estos resultados se guardan en una 
variable que formará parte del conjunto de argumentos de salida de la subrutina. 
Después, se calcula la posición integrando en el tiempo con la regla del trapecio 
mediante la subrutina “integración_trapecio” y se guardan en otra variable, 
también argumento de salida. 
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vii. Cálculo de la posición y velocidad de los nodos: Finalmente, se puede proceder al 
cálculo de las posiciones y velocidades “siguientes” de cada uno de los nodos. 
Para ello, primero debe expresarse su posición relativa al centro de masas en ejes 
Tierra (en este punto están expresadas en ejes cuerpo), por lo que se usa la 
subrutina “nod_ejesbody_ejestierra”. Los resultados se guardan en una variable  
para ser trasferidos a la subrutina “SOLVE_STRUCTURE” como argumentos de 
salida. A continuación, se calculan las nuevas posiciones de los nodos, llamando a 
la subrutina “pos_nod_m_e”, que lo hace mediante el uso de las ecuaciones del 
sólido rígido. Posteriormente se realiza un proceso análogo con las velocidades, 
llamando a la subrutina “vel_nod_m_e” y guardando los resultados para ser 
transferidos a la subrutina “SOLVE_STRUCTURE”. 
 
viii. Actualización de variables 
Por último, se guardan los valores de las componentes de la velocidad 
angular y los ángulos de Euler, que completan el conjunto de argumentos de 
salida de la subrutina y que serán usados como argumentos de entrada en la 
siguiente ejecución de la misma. 
 
En el CD que se adjunta a la entrega del proyecto se han incluido las partes del código 
desarrolladas o adaptadas por el autor, con comentarios que permiten completar, in situ, 
las explicaciones que se presentan en este capítulo. 
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4. Prototipo 
 
Este capítulo se dedica al prototipo utilizado, desde la elección de un modelo realista y 
representativo, hasta la discretización de la geometría como parte del pre-proceso. De 
esta forma, en el apartado 4.1. se presenta el modelo a partir del que se desarrolla el 
prototipo utilizado para el ejemplo de aplicación de la metodología, planteado en el 
apartado 1.2.. Posteriormente, en el apartado 4.2. se exponen las modificaciones que han 
tenido que realizarse al modelo base para convertirlo en un prototipo válido para ser 
simulado mediante la aplicación ejecutable desarrollada. A continuación, en el apartado 
4.3. se definen los parámetros geométricos y las características aerodinámicas necesarias 
para llevar a cabo las simulaciones y finalmente, en el apartado 4.4. se explican los pasos 
que se han llevado a cabo para convertir el prototipo en información que pueda ser 
procesada por la aplicación. 
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4.1. Modelo base 
 
Se ha creído conveniente utilizar como base del prototipo el Audi R18 TDI, que es un 
modelo de automóvil diseñado y fabricado por Audi Motorsport para competir en el 
campeonato de resistencia de las “24 horas de Le Mans”, en la categoría LMP-1. 
La elección de este modelo se ha realizado en base a la necesidad de partir de un modelo 
realista para el desarrollo del prototipo a utilizar para los propósitos de este proyecto, así 
como por ser un automóvil representativo del ámbito de los automóviles de competición 
de la actualidad. 
En la figura 4.1. se muestran diversas imágenes del automóvil.  
Figura 4.1. Imágenes del Audi R18 TDI (2014) 
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4.2. Simplificación de la geometría 
 
El primer paso para el desarrollo del prototipo ha consistido en encontrar una recreación 
realista del Audi R18 TDI, lo que se ha conseguido buscando en la biblioteca virtual 
“GrabCAD Workbench” [9], de la que se ha podido obtener una recreación en formato 
compatible con el software CATIA V5, con el que se han implementado los cambios 
necesarios. En la figura 4.2. se muestran diversas imágenes de la recreación que se ha 
conseguido. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                        
Figura 4.2. Imágenes de la recreación del Audi R18 TDI 
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Como se puede observar, la recreación ha sido realizada en detalle y sus dimensiones 
básicas se corresponden con las del modelo real, aunque no incluye aspectos 
importantes, como la parte inferior de la carrocería, carenada para el modelo real. 
Por otra parte, es requisito imprescindible para poder utilizar la aplicación ejecutable que 
realizará el proceso de cálculo, que el prototipo constituya un volumen cerrado y esté 
definido a partir de superficies conexas, por lo que para convertir al Audi R18 TDI en un 
prototipo válido para los propósitos del proyecto, ha sido necesario implementar diversas 
modificaciones. A continuación se listan las más relevantes: 
i. Eliminación de los retrovisores. 
ii. Eliminación de la toma de aire del motor ubicada en el techo del habitáculo. 
iii. Eliminación de las ruedas y sellado de los pasos de rueda. 
iv. Eliminación de detalles de la carrocería, como logotipos e inscripciones, que 
forman superficies pequeñas, para facilitar un correcto mallado. 
v. Eliminación del alerón delantero y sellado de la parte frontal. 
vi. Eliminación del alerón trasero junto con las estructuras en las que se apoya. 
vii. Eliminación de las guías de flujo presentes en la parte posterior de los pasos de 
rueda traseros y substitución por superficies lisas. 
viii. Rediseño de la parte trasera y sellado. 
ix. Carenado de la parte inferior de la carrocería. 
x. Simplificación general de la geometría, disminuyendo el número de superficies 
pequeñas. 
xi. Creación de una superficie horizontal para representar la calzada, de 
dimensiones muy superiores a las del prototipo. 
                                                                                                                                                                  
Cotas en milímetros. 
Figura 4.3. Detalle de la ubicación del eje de giro del alerón, CA, respecto del centro de masas, CG 
59 
 
Capítulo 4. Prototipo 
Además se ha añadido un alerón, a partir de la extrusión recta de un perfil NACA 0009, de 
dimensiones 1,4 m x 0,4 m, cuyo eje de giro, 𝐶𝐶𝐴𝐴, se ha ubicado, respecto el centro de 
masas, 𝐶𝐶𝐶𝐶, como se muestra en la figura 4.3. En la figura 4.4. se muestran las 
dimensiones del alerón. 
 
Tras implementar todas estas modificaciones, el aspecto del prototipo es el que se 
muestra en las figuras 4.5. y 4.6.  
Figura 4.4. Imagen detalle del alerón, con dimensiones representativas 
Figura 4.5. Perspectiva isométrica del prototipo 
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Figura 4.6. Diversas perspectivas del prototipo 
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4.3. Características del prototipo 
Para poder realizar las simulaciones, de acuerdo con lo expuesto en el apartado 1.2., es 
necesario definir los parámetros geométricos del prototipo que intervienen en los 
cálculos así como la masa, las características aerodinámicas del cuerpo del prototipo, las 
del alerón y la tracción que proporciona el motor en función de la velocidad de avance 
del vehículo. 
Para ello, se establece la masa del prototipo, 𝑚𝑚, a partir de las características técnicas del 
Audi R18 TDI (2014) publicadas en [10]. 
Para el cálculo de las fuerzas y momentos aerodinámicos es necesario definir una 
superficie y una longitud de referencia. Como superficie de referencia, 𝑆𝑆𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟, se utiliza el 
área frontal, de acuerdo con lo establecido en [11], tomada mediante la herramienta de 
la que dispone CATIA V5 para la medición de superficies tras proyectar la geometría del 
prototipo sobre un plano vertical. Respecto a la longitud de referencia, se utiliza la 
distancia entre ejes, 𝐿𝐿, también medida sobre el prototipo. 
En el cálculo de la tracción disponible, expresión 1.3, interviene el coeficiente de fricción 
neumático-calzada, 𝜇𝜇; la altura del centro de gravedad respecto a la calzada, ℎ, la 
distancia entre ejes, 𝐿𝐿; la distancia horizontal entre el eje delantero y el centro de masas, 
𝑙𝑙1 y el coeficiente de resistencia a la rodadura 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑢𝑢), que es una función 
monótonamente creciente con la velocidad de avance, 𝑢𝑢. 
El valor de referencia para el coeficiente de fricción neumático calzada se toma de [12], 
en condiciones de asfalto seco y para neumáticos de competición, mientras que la altura 
del centro de gravedad del prototipo respecto al suelo, ℎ, y la distancia horizontal entre 
el eje delantero y el centro de masas, 𝑙𝑙1, son medidas sobre la geometría. 
Los valores de estas características físicas del prototipo se recogen en la tabla 4.1.: 
Tabla 4.1. Características físicas del prototipo 
Masa 𝑚𝑚 = 835,0 kg 
Superficie de referencia (área frontal proyectada) 𝑆𝑆𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟 = 0,878 m2 
Longitud de referencia (distancia entre ejes) 𝐿𝐿 = 2,172 m 
Distancia eje delantero – Centro de masas 𝑙𝑙1 = 1,244 m 
Altura del centro de masas ℎ = 0,350 m 
Coeficiente de fricción neumático-calzada 𝜇𝜇 = 1,200 adim 
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Por último, el coeficiente de resistencia a la rodadura 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑢𝑢) se calcula mediante la 
expresión 4.1, que se ha tomado de [13]: 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 0,15 �1 + 𝑢𝑢 �𝑚𝑚𝑠𝑠 � · � 13,6�160 � (4.1) 
Respecto a las características aerodinámicas del prototipo, para realizar la corrección en 
las fuerzas y momentos considerando la resistencia parásita, tanto del cuerpo del 
vehículo como del alerón, se definen los siguientes coeficientes, según lo establecido en 
[14], que se recogen en la tabla 4.2.: 
Tabla 4.2. Características aerodinámicas del prototipo para corrección por resistencia parásita 
Coeficiente de resistencia parásita del cuerpo 𝐶𝐶𝐷𝐷0,𝑏𝑏 = 0,70 
Coeficiente de resistencia parásita del alerón 𝐶𝐶𝐷𝐷0,𝑎𝑎 = 0,15 
Coeficiente de resistencia parásita del alerón-freno 𝐶𝐶𝐷𝐷0,𝑎𝑎𝑟𝑟 = 2,00 
Nótese que cuando el alerón funciona en modo de freno aerodinámico, la resistencia 
aerodinámica que genera se aproxima por la de una placa plana rectangular dispuesta 
perpendicularmente a la dirección de la corriente incidente, por lo que se define el 
coeficiente de resistencia del alerón-freno como 𝐶𝐶𝐷𝐷0,𝑎𝑎𝑟𝑟, mientras que para su uso como 
dispositivo generador de carga aerodinámica, se utiliza 𝐶𝐶𝐷𝐷0,𝑎𝑎. 
Finalmente, se necesita una aproximación para calcular la tracción disponible, 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑝𝑝. Por 
semejanza con diversas curvas de tracción-velocidad presentadas en [15], se aproxima la 
función 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑝𝑝(𝑢𝑢), entre los 30 m/s y los 90 m/s, mediante el siguiente polinomio de 
segundo grado: 
𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑝𝑝(𝑢𝑢) = 2,8252 𝑢𝑢2 − 486,87 + 25488 (4.2) 
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4.4. Discretización de la geometría y condiciones de contorno 
 
Como paso final del post-proceso, la geometría del prototipo se importa al software “GiD. 
The personal pre and post processor” [7], mediante el que se va a obtener la malla para la 
superficie del vehículo, cuyos datos se pasan a la aplicación PARACHUTES [8] mediante un 
archivo configurado específicamente para ello. 
Para poder obtenerlo, en primer lugar se importa la geometría a “GiD. The personal pre 
and post processor” [7] en formato “.iges” y se define el problem type “Parachute”, que 
anteriormente debe haberse instalado en el programa. 
A continuación, deben imponerse las condiciones de contorno del problema 
aerodinámico. En primer lugar, se determinan las líneas de delimitan las superficies que 
se comportan como bordes de salida, a partir de las cuales se desarrolla la estela del 
método de paneles, permitiendo simular partes con flujo desprendido, lo que acerca el 
modelo a la condición real del flujo. En este caso, se asigna esta condición a la trasera del 
prototipo y al borde de salida del alerón, considerando que serán las únicas partes en las 
que se tendrá desprendimiento. En la figura 4.7. se muestra la estela que se obtendría en 
una simulación, como consecuencia de haber impuesto la condición de contorno 
anterior. 
 
 
Figura 4.7. Estela simulando condición de desprendimiento en la parte trasera del prototipo 
 
64 
 
Capítulo 4. Prototipo 
En segundo lugar, se asigna la condición de paneles delgados a todas aquellas superficies 
que delimitan el prototipo y la condición de paneles “con espesor” al plano de simetría 
que representa la calzada, con lo que se impone que se trata de superficies sólidas. En el 
caso del prototipo, la condición implica que se modela la geometría mediante paneles de 
dobletes y fuentes, mientras que en el caso del plano de simetría, se realiza por medio de 
paneles de dobletes. Por último, se aplica la condición compute forces sobre la geometría 
del prototipo para indicar las superficies que deben considerarse en el cálculo de las 
cargas aerodinámicas. 
Impuestas las condiciones de contorno, puede generarse la malla. Para ello, se utiliza una 
malla no estructurada para el cuerpo del vehículo y para el plano de simetría que simula 
la calzada, mientras que para el alerón, dada su forma en planta rectangular, es posible 
asignar una malla estructurada, en la que se concentra un mayor número de elementos 
cerca del borde de ataque para obtener resultados más precisos. En las figuras 4.8., 4.9 y 
4.10., se muestran los resultados obtenidos para la malla de cada parte.   
Figura 4.8. Imagen de la malla generada para el cuerpo del prototipo. 
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Como se observa, la malla está formada en todos los casos por elementos cuadriláteros. 
En total, la malla está compuesta de 5207 elementos, de los cuales 5133 corresponden al 
prototipo y 74 al plano de simetría. 
 
Figura 4.9. Imagen de la malla para el plano de simetría. 
Figura 4.10. Imagen de detalle de la malla del alerón. 
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5. Casos de estudio y resultados 
 
En este capítulo se presentan los resultados obtenidos al aplicar la metodología 
desarrollada al estudio de las prestaciones en dinámica longitudinal del prototipo, 
mediante la simulación de una maniobra de aceleración-frenada. 
En el apartado 5.1. se enuncian las características de la maniobra que se ha simulado 
para distintas configuraciones de alerón; dos casos de alerón fijo frente a un caso de 
alerón con ángulo de ataque variable, de acuerdo con lo expuesto en el apartado 1.2., 
implementadas sobre el prototipo descrito en el capítulo 4, para una maniobra de 
aceleración desde una velocidad inicial, 𝑢𝑢𝑝𝑝, no nula, seguida de una maniobra de frenada 
por efecto de la resistencia. 
Tras realizar las simulaciones y obtener los resultados para cada caso, en el apartado 5.1. 
se estudia el comportamiento dinámico del prototipo durante la maniobra, a través del 
análisis de las variables dinámicas que intervienen, junto con las fuerzas que conforman 
el sistema de cargas al que está sometido el vehículo, para cada caso considerado. 
Finalmente, en el apartado 5.2. se establece una comparación entre los tres casos, junto 
con la discusión final sobre los resultados obtenidos. 
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5.1. Maniobra de aceleración-frenada. Caso general. 
 
Como se ha enunciado en el planteamiento, tanto la maniobra de aceleración como la de 
frenada tienen lugar siguiendo un movimiento rectilíneo comprendido en un plano 
horizontal, por lo que las variables lateral-direccionales del problema: componentes de la 
velocidad lineal 𝑟𝑟 y 𝑞𝑞, velocidades angulares 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 y 𝑓𝑓, ángulos de Euler 𝜙𝜙 y 𝛹𝛹, además de 
la fuerza aerodinámica 𝐹𝐹𝑦𝑦 y los momentos de balance y guiñada, 𝐿𝐿 y 𝑁𝑁 son idénticamente 
nulas durante todo el movimiento. Además, por tratarse de un movimiento en plano 
horizontal, el ángulo de cabeceo 𝜃𝜃 es también nulo durante toda la simulación. 
Para la maniobra de aceleración, se establece una duración de 25 segundos, partiendo de 
una velocidad 𝑢𝑢𝑝𝑝 = 30 m/s. A continuación, el motor deja de proporcionar tracción, 
iniciándose la maniobra de frenada por resistencia, de duración igual a 10 segundos. En 
ambos casos, no se considera velocidad del viento. 
Las variables relevantes de la maniobra de aceleración son: la tracción disponible, 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑑𝑑𝑝𝑝, 
la tracción admisible, 𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎 , la tracción aplicada, 𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎 y la fuerza neta de avance, 
𝐹𝐹𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎. La tracción disponible se define como la tracción máxima que puede proporcionar 
el motor a las ruedas, por medio de la transmisión. Para un motor y transmisión dados y 
supuestas conocidas sus características, puede expresarse en función únicamente de la 
velocidad de avance. En las maniobras de aceleración que se simulan, se utiliza la 
aproximación propuesta en la expresión 4.2 del apartado 4.3.3.. La tracción admisible o 
límite de adherencia se define como la máxima tracción que los neumáticos son capaces 
de transferir a la calzada sin deslizar, lo que depende de la carga aerodinámica, 𝐶𝐶𝑎𝑎(𝑢𝑢), y 
del momento de cabeceo, 𝑀𝑀𝑦𝑦(𝑢𝑢), además de diversos parámetros geométricos del 
prototipo, según la expresión 1.3, enunciada en el apartado 1.2.: 
𝑇𝑇𝑎𝑎𝑝𝑝𝑎𝑎(𝑢𝑢) = 𝜇𝜇 �(𝑙𝑙1 − ℎ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑢𝑢))(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝐶𝐶𝑎𝑎(𝑢𝑢)) + 𝑀𝑀𝑦𝑦(𝑢𝑢)�(𝐿𝐿 − 𝜇𝜇 ℎ)  (1.6) 
 
Por su parte, la tracción aplicada se define como el valor mínimo entre la tracción 
disponible y la tracción admisible, siendo la que aplica el prototipo para cada instante de 
tiempo considerado. Finalmente, la fuerza neta de avance puede definirse como el 
exceso de tracción del que se dispone para acelerar, expresado como la diferencia entre 
la tracción aplicada y la resistencia total, siendo directamente proporcional a la 
aceleración que experimenta el prototipo para cada instante de tiempo. 
Por otra parte, se tienen las fuerzas que se oponen al movimiento, que serán los 
esfuerzos más relevantes durante la maniobra de frenada por resistencia. La resultante 
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de las fuerzas de resistencia o resistencia total, 𝑅𝑅𝑇𝑇, es la suma de las contribuciones de la 
resistencia de rodadura, 𝑅𝑅𝑟𝑟 y la resistencia aerodinámica, 𝑅𝑅𝑎𝑎, pudiéndose expresar según 
la identidad 1.2, tal como se enuncia en el apartado 1.2.: 
𝑅𝑅𝑇𝑇(𝑉𝑉) = 𝑅𝑅𝑎𝑎(𝑉𝑉) + 𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑉𝑉) = 𝑅𝑅𝑎𝑎(𝑉𝑉) + 𝑓𝑓𝑟𝑟(𝑉𝑉) (𝑚𝑚𝑚𝑚 +  𝐶𝐶𝑎𝑎(𝑉𝑉)) (7.2) 
 
De esta forma, a partir de la velocidad inicial se obtiene el valor de las fuerzas 
aerodinámicas y el momento de cabeceo. Con estos resultados pueden calcularse la 
tracción admisible y la tracción disponible que se utilizan posteriormente para calcular la 
tracción aplicada. Ésta, junto con la resistencia total permite calcular la fuerza neta de 
avance y la aceleración, obteniéndose el valor de la siguiente velocidad de avance que 
permitirá recalcular de nuevo el valor de todas las variables, de forma que la simulación 
avanza en el tiempo hasta el instante final. 
Tras realizar diversas pruebas, se estima oportuno realizar las simulaciones de las 
configuraciones de alerón fijo con un paso de tiempo de 1 segundo, mientras que para la 
configuración de alerón móvil se obtienen resultados cada 0,5 segundos, puesto que 
pasos de tiempo inferiores no redundan en resultados ostensiblemente mejores para los 
propósitos de éstas simulaciones, teniendo en cuenta que se presentan como ejemplo de 
aplicación de la metodología planteada, siendo el desarrollo de ésta el objeto del 
proyecto. 
 
5.1.1. Caso de estudio 1: Configuración de alerón fijo con 𝜹𝜹𝜹𝜹,𝟏𝟏 
 
Tras simular la maniobra de aceleración con la configuración de alerón fijo de ángulo de 
ataque igual a 3 grados, en la figura 5.1. se exponen los resultados obtenidos para la 
tracción disponible, la tracción admisible y la resistencia total en función de la velocidad. 
Como se observa en el gráfico, hasta la velocidad de 71 m/s la tracción admisible es 
inferior a la tracción disponible, por lo que la tracción aplicada se ve limitada por la 
adherencia. Por tanto, hasta los 71 m/s, que se alcanzan a los 12 segundos de iniciar la 
maniobra, el límite de adherencia no permite transmitir a la calzada toda la tracción que 
proporciona el motor. Aun así, transcurridos los 25 segundos de aceleración, se obtiene 
un valor para la velocidad de 88,80 m/s. 
Los resultados obtenidos muestran que durante la primera mitad de la maniobra el 
vehículo dotado de esta configuración desaprovecha gran parte de la potencia que 
proporciona el motor debido a la escasa carga aerodinámica que es capaz de generar, 
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aunque esta misma circunstancia mantiene la resistencia aerodinámica en valores 
reducidos, lo que se convierte en una ventaja en la segunda parte de la maniobra que 
permite obtener un elevado régimen de aceleración y aumenta el valor de la velocidad 
máxima del vehículo respecto el caso de alerón fijo a 8 grados de ángulo de ataque. 
La carga aerodinámica que el prototipo es capaz de generar con el alerón en esta 
posición, adquiere los valores comprendidos en el rango de los 28,99 N a los 30 m/s, 
hasta los 295,03 N de carga aerodinámica que alcanza a la velocidad de 88,80 m/s. 
 
 
Figura 5.1. Tracción disponible, tracción admisible y resistencia total en función de la velocidad de avance para 
la configuración de alerón fijo con ángulo de ataque de 3 grados. 
 
En la figura 5.2. se ilustra la tracción aplicada, juntamente con la resistencia total y la 
fuerza neta de avance en función del tiempo. La fuerza neta de avance representa el 
exceso de tracción del que se dispone para acelerar el vehículo y se obtiene como la 
diferencia entre las magnitudes anteriores, siendo directamente proporcional a la 
aceleración del vehículo. 
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Figura 5.2. Tracción aplicada, resistencia total y fuerza neta en función del tiempo para la configuración de 
alerón fijo con ángulo de ataque de 3 grados. 
 
Transcurridos 12 segundos se advierte un cambio en la tendencia de la tracción aplicada, 
debido a que en este instante la tracción deja de estar limitada por la adherencia, 
pasando a estar limitada únicamente por la potencia del motor. 
Transcurridos 25 segundos de la maniobra de aceleración, el motor deja de proporcionar 
tracción, iniciándose la maniobra de frenada por resistencia. En la figura 5.3. se muestran 
los resultados obtenidos para la resistencia total, la resistencia de rodadura y la 
resistencia aerodinámica. 
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Figura 5.3. Resistencia total, resistencia de rodadura y resistencia aerodinámica en función del tiempo para la 
configuración de alerón fijo con ángulo de ataque de 3 grados. 
 
Respecto a la resistencia de rodadura, pese a ser una función monótonamente 
decreciente al disminuir la velocidad, ésta se mantiene prácticamente constante durante 
la simulación, siendo inferior a la resistencia aerodinámica desde el segundo 36, para el 
que corresponde una velocidad de 62,57 m/s. Por otra parte y como cabe esperar, la 
resistencia aerodinámica disminuye al reducirse la velocidad de avance, provocando una 
reducción de la resistencia total. 
En cuanto a las prestaciones en frenada por resistencia del prototipo con ésta 
configuración de alerón, después de decelerar durante 10 segundos se alcanza una 
velocidad de 50,09 m/s, lo que representa una disminución de un 43,60% respecto a los 
80,80 m/s a los que se inicia la maniobra. 
 
5.1.2. Caso de estudio 2: Configuración de alerón fijo con 𝜹𝜹𝜹𝜹,𝟐𝟐 
 
De forma análoga al caso anterior, en la figura 5.4. se muestran los resultados obtenidos 
para la tracción disponible, la tracción admisible y la resistencia total en función de la 
velocidad durante la maniobra de aceleración con la configuración de alerón fijo a 8 
grados de ángulo de ataque. 
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Figura 5.4. Tracción disponible, tracción admisible y resistencia total en función de la velocidad de avance para 
la configuración de alerón fijo con ángulo de ataque de 3 grados. 
 
Como se desprende de los resultados obtenidos, la tracción admisible sigue siendo 
inferior a la tracción disponible. En este caso, hasta la velocidad de 58 m/s, que 
corresponde a un tiempo de 3 segundos desde el inicio de la maniobra. Transcurridos los 
primeros 3 segundos, la tracción admisible supera a la tracción disponible, permitiendo 
transmitir a la calzada toda la tracción que proporciona el motor. 
La velocidad máxima que alcanza el vehículo, en el instante final, es de 82,79 m/s. Éste 
valor es notablemente inferior a la velocidad máxima alcanzada con la configuración de 
alerón en 3 grados de ángulo de ataque, como consecuencia de la mayor resistencia 
aerodinámica que genera el alerón. 
Con estos resultados se puede afirmar que el vehículo dotado de esta configuración de 
alerón aprovecha mejor la potencia que proporciona el motor durante la primera parte 
de la prueba en contraposición al caso anterior. Esto es debido a la mayor carga 
aerodinámica que el vehículo es capaz de generar con el alerón en esta posición, 
aumentando también el momento de cabeceo. Estos incrementos en las acciones 
aerodinámicas producen un aumento del límite de adherencia o tracción admisible, lo 
que redunda en una mayor capacidad de aceleración durante ésta primera parte de la 
maniobra. Aun así, el aumento de carga aerodinámica comporta un notable aumento de 
la resistencia aerodinámica, lo que penaliza al prototipo en la segunda parte de la 
aceleración, obteniéndose una velocidad máxima sensiblemente inferior al caso anterior. 
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Los valores de carga aerodinámica para la configuración de alerón fijo a 8 grados de 
ángulo de ataque están comprendidos entre 71,21 N y 479,90 N a las velocidades de 30 
m/s y 82,79 m/s respectivamente. 
En la figura 5.5. se ilustra la tracción aplicada, junto con la resistencia total y la fuerza 
neta de avance en función del tiempo.  
 
 
Figura 5.5. Tracción aplicada, resistencia total y fuerza neta en función del tiempo para la configuración de 
alerón fijo con ángulo de ataque de 8 grados. 
 
De los resultados obtenidos se deduce que con el incremento de tracción admisible, la 
tracción aplicada es superior al caso anterior durante la primera parte de la maniobra, lo 
que permite que la fuerza neta se vea incrementada respecto al caso anterior, aunque 
ésta tiende a cero durante la parte final, lo que indica que el vehículo está avanzando a 
una velocidad próxima a su velocidad máxima. 
Transcurridos 25 segundos de la maniobra de aceleración, se inicia la maniobra de 
frenada por resistencia. En la figura 5.6. se muestran los resultados obtenidos para la 
resistencia total, la resistencia de rodadura y la resistencia aerodinámica. 
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Figura 5.6. Resistencia total, resistencia de rodadura y resistencia aerodinámica en función del tiempo para la 
configuración de alerón fijo con ángulo de ataque de 8 grados. 
 
En cuanto a las fuerzas que toman parte en la maniobra de frenada, la resistencia de 
rodadura tiende a disminuir durante la deceleración, debido a la disminución de carga 
aerodinámica. Aunque el caso anterior es cualitativamente análogo al actual, en éste se 
advierte en mayor medida el efecto de la carga aerodinámica en la disminución de la 
resistencia de rodadura, debido a la mayor sustentación que es capaz de generar el 
alerón, que desaparece al disminuir la velocidad. Por otra parte y como cabe esperar, la 
resistencia aerodinámica disminuye rápidamente al reducirse la velocidad de avance, 
provocando una reducción de la resistencia total. 
En cuanto a las prestaciones en frenada por resistencia, tras frenar durante 10 segundos 
se alcanza una velocidad de 43,40 m/s, lo que representa una disminución de un 47,58% 
respecto a los 82,79 m/s a los que se inicia la maniobra. 
 
5.1.3. Caso de estudio 3: Configuración de alerón móvil con 𝜹𝜹𝜹𝜹,𝒗𝒗𝜹𝜹𝒗𝒗 
 
Durante la maniobra de aceleración con la configuración de alerón móvil, se obtienen los 
resultados para la tracción disponible, la tracción admisible y la resistencia total en 
función de la velocidad que se muestran en la figura 5.7. 
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Figura 5.7. Tracción disponible, tracción disponible ampliada, tracción admisible y resistencia total en función 
de la velocidad de avance para la configuración de alerón móvil. 
 
En este caso, la posibilidad de accionar el alerón permite que el prototipo sea capaz de 
variar el valor del límite de adherencia o tracción admisible, adaptándolo en la medida de 
lo posible (el alerón únicamente pude variar su ángulo de ataque valores entre 3 y 8 
grados) al valor de la tracción disponible para cada segundo, lo que le permite aprovechar 
toda la tracción que proporciona el motor durante la mayor parte de la maniobra, sin por 
ello penalizar en exceso la capacidad de aceleración a altas velocidades, al reducirse la 
resistencia aerodinámica. 
De esta forma, la tracción admisible es inferior a la tracción disponible sólo hasta la 
velocidad de 48 m/s, que se alcanza transcurridos 3 segundos. Durante esta primera 
parte, el alerón se mantiene al máximo ángulo de ataque permitido, pero aun así no 
consigue aumentar la tracción admisible por encima de la tracción disponible. A partir de 
los 58 m/s la tracción admisible se iguala a la tracción disponible, pudiéndose transmitir a 
la calzada toda la tracción que proporciona el motor, de igual forma que sucede con la 
configuración de alerón fijo a 8 grados de ángulo de ataque. La diferencia sustancial 
respecto a los casos anteriores es que ahora el alerón puede reducir su ángulo de ataque, 
con lo que consigue disminuir la resistencia aerodinámica, como se observa claramente 
para el período de tiempo comprendido entre los 65 y los 70 segundos, cuando la 
resistencia se reduce a pesar de aumentar la velocidad de avance, permitiendo al 
prototipo dotado con alerón móvil una capacidad de aceleración superior a la de los 
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casos anteriores, lo que supone un aumento de las prestaciones del prototipo en 
aceleración. 
En la figura 5.8. se muestra la el ángulo de ataque del alerón en función del tiempo que 
ha permitido al prototipo obtener los resultados anteriores. 
 
Figura 5.8. Ángulo de ataque del alerón en función del tiempo para la configuración de alerón móvil 
 
Como puede observarse, cuando la tracción admisible supera el valor de la tracción 
disponible, el alerón disminuye su ángulo de ataque para reducir la resistencia 
aerodinámica. 
La velocidad máxima que alcanza el vehículo es de 90,01 m/s en el instante final, siendo 
el valor máximo de entre los 3 casos estudiados, lo que ilustra el aumento de 
prestaciones que puede obtenerse por el uso de dispositivos aerodinámicos activos. 
Por otra parte, los valores de carga aerodinámica para la configuración de alerón fijo a 8 
grados de ángulo de ataque están comprendidos entre 71,21 N y 303,15 N a las 
velocidades de 30 m/s y 90,01 m/s respectivamente. 
En la figura 5.9. se ilustra la tracción aplicada, juntamente con la resistencia total y la 
fuerza neta de avance en función del tiempo.  
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Figura 5.9. Tracción aplicada, resistencia total y fuerza neta de avance para la configuración de alerón móvil. 
 
Para este caso, la tracción aplicada es igual a la de la configuración con alerón fijo a 8 
grados de ángulo de ataque, pero a diferencia de ésta, la fuerza neta se ve incrementada 
debido a la disminución de resistencia que se obtiene al reducir el ángulo de ataque del 
alerón a partir de los 3 segundos como se ha expuesto anteriormente, dotando al 
prototipo de la mayor capacidad de aceleración para cada velocidad de avance 
considerada. 
Transcurridos los 25 segundos de la maniobra de aceleración, se inicia la maniobra de 
frenada por resistencia. En la figura 5.10. se muestran los resultados obtenidos para la 
resistencia total, la resistencia de rodadura y la resistencia aerodinámica. A diferencia de 
los casos anteriores, el alerón móvil es capaz de disponerse perpendicular a la corriente 
incidente, posición de máxima resistencia aerodinámica, realizando la función de freno 
aerodinámico que le permite obtener una disminución de la velocidad muy superior a los 
casos anteriores. 
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Figura 5.10. Resistencia total, resistencia de rodadura y resistencia aerodinámica en función del tiempo para la 
configuración de alerón móvil. 
 
De esta forma, tras frenar durante 10 segundos se alcanza una velocidad de tan solo 
28,91 m/s, lo que representa una disminución de un 67,89% respecto a los 90,02 m/s a 
los que se inicia la maniobra, demostrando que el uso de este dispositivo aerodinámico 
activo permite mejorar considerablemente las prestaciones del vehículo en maniobras de 
frenada. 
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5.2. Análisis comparativo de los resultados 
 
En este apartado se realiza un análisis comparativo de los resultados obtenidos en la 
parte de aceleración, puesto que para la frenada, queda claro que el hecho de disponer 
de un aero-freno supone una ventaja importante para el prototipo dotado de alerón 
móvil. Para ello, se presentan los resultados obtenidos en términos de fuerza neta, que es 
directamente proporcional a la aceleración que experimenta el vehículo, en función de la 
velocidad. Finalmente, se obtiene el tiempo que necesita el prototipo para alcanzar la 
velocidad de 80 m/s desde la velocidad inicial, para cada una de las configuraciones de 
alerón. 
En la figura 5.11. se muestran los resultados obtenidos para la fuerza neta en función de 
la velocidad de avance. 
 
 
Figura 5.11. Fuerza neta en función de la velocidad para cada una de las configuraciones de alerón 
 
En base a los resultados obtenidos, se puede afirmar que, para cada velocidad, la fuerza 
neta (y por consiguiente la aceleración) que experimenta el prototipo dotado de alerón 
móvil, es igual o superior a las configuraciones de alerón fijo. Así, entre los 30 m/s y los 68 
m/s, la configuración con alerón móvil es capaz de obtener una aceleración igual a la de 
la configuración con alerón fijo con 8 grados de ángulo de ataque, pero para valores 
superiores la fuerza neta obtenida es superior, puesto que la configuración con alerón fijo 
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es capaz de disminuir su ángulo de ataque, con la consiguiente disminución de la 
resistencia. De esta forma, para la misma tracción aplicada, tiene más tracción disponible 
para acelerar. 
Respecto al caso de alerón con ángulo de ataque de 3 grados, la configuración de alerón 
móvil dispone de más fuerza neta hasta los 72 m/s, debido a un mayor aprovechamiento 
de la tracción disponible que proporciona el motor, que obtiene por generar mayores 
niveles de carga aerodinámica, aumentando el límite de adherencia o tracción admisible.  
En suma, los resultados obtenidos muestran que la configuración móvil toma ventaja de 
su condición respecto a las configuraciones fijas. Su principal virtud es la versatilidad, por 
ser capaz de adaptarse al requerimiento de cada condición de operación, bien sea 
aumentando el límite de adherencia para aprovechar la tracción disponible del motor a 
velocidades medias (donde además la tracción disponible del motor es mayor), o bien 
disminuyendo la resistencia en condiciones de alta velocidad, zona en que la tracción 
disponible es muy limitada, pero en que se aumenta la fuerza neta por disminuir la 
resistencia aerodinámica. 
Tras exponer los resultados obtenidos, se pasa ahora a cuantificar la ventaja, en tiempo, 
que podría obtener la configuración de alerón móvil respecto a las configuraciones fijas 
en el contexto de una carrera. Para ello, se supone que ésta se desarrolla en un circuito 
cuya recta de meta es tal que permite una aceleración de 30 m/s (a la salida de la curva 
anterior) hasta 80 m/s (en el instante anterior al inicio de la frenada requerida para 
afrontar la siguiente curva). Los resultados para este tramo del circuito serían los que se 
presentan en la figura 5.12. 
 
 
Figura 5.12. Velocidad de avance en función del tiempo para cada una de las configuraciones de alerón 
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Como se puede observar, los resultados sugieren que el prototipo dotado de alerón móvil 
es capaz de realizar el tramo considerado del circuito en unos 14 segundos, lo que 
supone una diferencia de 3 segundos respecto a la configuración de alerón fijo más 
rápida. Suponiendo ahora que la carrera estuviera planteada a 30 vueltas, la diferencia de 
tiempo entre estas dos configuraciones sería de 90 segundos. Todo ello sin considerar 
que además el prototipo dotado con alerón móvil podría frenar más rápido (al utilizar el 
modo aero-freno) y disponer de mayor carga aerodinámica en los tramos de curvas, con 
lo que se puede afirmar que dicha configuración ganaría la carrera. 
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6. Impacto medioambiental 
 
El estudio y la implementación numérica de la formulación desarrollada, junto con el 
conjunto de simulaciones realizadas en el presente proyecto, así como su redacción, no 
repercuten de forma directa en el medio ambiente a excepción de la energía eléctrica 
consumida por el PC, cuyo impacto medioambiental se considera despreciable, habida 
cuenta del reducido tiempo requerido para el cálculo computacional, que además se ha 
realizado mediante un solo PC. 
Por otra parte, si bien la aplicación de la metodología planteada en el diseño de 
dispositivos aerodinámicos de vehículos automóviles comerciales pudiera suponer una 
disminución del gasto de combustible de éstos, y por tanto una reducción del impacto 
medioambiental por disminución de gases contaminantes emitidos, se trata de un ámbito 
de aplicación fuera del alcance del proyecto. 
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7. Conclusiones 
 
En atención al objeto del proyecto, se ha desarrollado una metodología válida para 
estudiar la dinámica de vehículos automóviles dotados de dispositivos aerodinámicos 
activos y se ha implementado en una aplicación ejecutable capaz de resolver el problema 
fluido-dinámico acoplado, necesario para la simulación del movimiento del vehículo en el 
seno del fluido. Posteriormente, como ejemplo de aplicación de dicha metodología, se 
han estudiado las prestaciones de un prototipo que incorpora un alerón de ángulo de 
ataque variable, a través de la simulación de una maniobra de aceleración-frenada, 
comparando los resultados con los obtenidos para dos configuraciones de alerón fijo a 
distintos ángulos de ataque. 
Para desarrollar metodología propuesta se ha obtenido una modelización de la dinámica 
del vehículo partiendo de los principios fundamentales de conservación de la cantidad de 
movimiento y conservación del momento cinético, que han sido convenientemente 
simplificados en virtud de ciertas hipótesis hasta obtener el sistema de 8 ecuaciones 
diferenciales que rigen el movimiento de cualquier sólido rígido en sus 6 grados de 
libertad. 
Para poder integrar dicho sistema y obtener la posición y velocidad del vehículo en 
función del tiempo es necesario determinar por completo el sistema de cargas a las que 
se ve sometido, lo que implica calcular las fuerzas y momentos aerodinámicos. Para ello 
se ha recurrido a un solver que implementa un método de paneles no estacionario, 
aunque éste está diseñado sobre un modelo de fluido potencial, por lo que únicamente 
calcula la parte inducida de la resistencia aerodinámica. Para resolver ésta limitación, se 
ha incorporado una corrección para la resistencia aerodinámica contemplando las 
contribuciones de la resistencia de fricción y la resistencia de forma. 
Calculadas las cargas aerodinámicas, se plantea la integración el sistema de ecuaciones 
diferenciales del problema dinámico mediante un método de Runge-Kutta de cuarto 
orden, con lo que se obtiene un modelo numérico que resuelve el movimiento del 
vehículo a partir de unas condiciones iniciales, avanzando la solución en el tiempo. 
Posteriormente, se ha implementado el modelo en una aplicación ejecutable que permite 
obtener las variables del problema dinámico en función del tiempo, a partir de un 
prototipo, unas condiciones iniciales y la imposición de las pertinentes condiciones de 
contorno que permiten cerrar el problema. 
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Con el ánimo de aplicar la solución ejecutable obtenida una aplicación concreta, se ha 
creído conveniente desarrollar un prototipo de geometría realista y representativa del 
ámbito de los vehículos automóviles de competición al que se dotado de un alerón de 
ángulo de ataque variable, con el que simular una maniobra de aceleración-frenada. 
El interés de la prueba de aceleración radica en el hecho de que la mayoría de 
automóviles de competición no son capaces de transmitir al asfalto toda la potencia que 
proporcionan sus potentes motores durante parte de la maniobra de aceleración máxima 
al estar limitados por la cantidad de tracción que los neumáticos son capaces de 
transmitir a la calzada sin deslizar. Dicha cantidad, denominada límite de adherencia o 
máxima tracción aplicable, depende entre otros factores de la carga aerodinámica que el 
prototipo es capaz de generar, por lo que se ha pretendido cuantificar el aumento de 
prestaciones que podría obtenerse en un prototipo que tomara ventaja de un dispositivo 
de aerodinámica activa frente a otras dos configuraciones de alerón fijo. 
En este sentido, los resultados obtenidos han sido positivos, en la medida en que el 
prototipo con configuración de alerón móvil ha obtenido mejores resultados que las dos 
configuraciones de alerón fijo que se han ensayado, tanto en términos de velocidad 
máxima como en aceleración o distancia recorrida durante un intervalo de tiempo 
determinado. 
En cuanto a la maniobra de frenada por resistencia, se han obtenido los resultados 
esperados, puesto que si se sitúa el alerón trasero del prototipo perpendicular a la 
corriente incidente, se obtiene un notable aumento de la resistencia aerodinámica que 
contribuye a decelerar el vehículo. 
Con todo, la metodología desarrollada no está exenta de limitaciones, como la 
introducción de una corrección de la resistencia aerodinámica o la imposición, a priori, de 
la condición de contorno de flujo desprendido, por lo que podría no ser apropiada para 
fases avanzadas del diseño de dispositivos aerodinámicos para automóviles de 
competición, aunque sí puede estar indicada para obtener resultados de forma rápida y 
económica durante el diseño preliminar de un prototipo. 
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Anexo I. Sistemas de referencia 
Anexo I. Sistemas de referencia 
 
En este anexo se definen los sistemas de referencia que deben contemplarse al realizar 
un análisis riguroso de las referencias a tomar en el análisis de la dinámica del vehículo, 
desde la definición clásica de sistema inercial, hasta la formulación de la llamada 
Hipótesis de Tierra plana. 
Un sistema de referencia puede expresarse de forma genérica como 𝐹𝐹(𝑂𝑂, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧), con 
origen (𝑂𝑂) y tres ejes perpendiculares entre sí, formando un triedro a derechas (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧). 
 
Sistema de referencia inercial, 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑂𝑂𝑏𝑏 , 𝑥𝑥𝑏𝑏 ,𝑦𝑦𝑏𝑏 , 𝑧𝑧𝑏𝑏) 
Un sistema de referencia inercial es aquel que está en reposo o cuyo movimiento es 
únicamente de translación rectilínea y uniforme, respecto a las estrellas fijas. Definición: 
𝑂𝑂𝑏𝑏: Centro de la Tierra. 
𝑧𝑧𝑏𝑏: Dirección paralela al eje de rotación de la Tierra, orientado hacia el norte 
geográfico. 
𝑥𝑥𝑏𝑏: Contenido en el Ecuador terrestre. Orientado hacia el punto Aries de la esfera 
celeste. 
𝑦𝑦𝑏𝑏: Orientado formando un triedro a derechas con los dos anteriores. 
 
Sistema de ejes Tierra, 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑂𝑂𝑛𝑛 , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑦𝑦𝑛𝑛 , 𝑧𝑧𝑛𝑛) 
Definición: 
𝑂𝑂𝑛𝑛: Punto cualquiera de la superficie terrestre. 
𝑧𝑧𝑛𝑛: Dirigido hacia el centro de la Tierra. 
𝑥𝑥𝑛𝑛: Contenido en un plano horizontal y dirigido hacia el Norte geográfico. 
𝑦𝑦𝑛𝑛: Orientado formando un triedro a derechas con los dos anteriores. 
 
Sistema de ejes horizonte local, 𝐹𝐹ℎ(𝑂𝑂ℎ,𝑥𝑥ℎ ,𝑦𝑦ℎ , 𝑧𝑧ℎ) 
Sistema de referencia ligado al vehículo, por lo que sigue el mismo movimiento de 
translación que éste. Definición: 
𝑂𝑂ℎ: Centro de masas del vehículo. 
𝑧𝑧ℎ: Paralelo a 𝑧𝑧𝑛𝑛. 
𝑥𝑥ℎ: Paralelo a 𝑥𝑥𝑛𝑛. 
𝑦𝑦ℎ: Paralelo a 𝑦𝑦𝑛𝑛. 
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En la figura A1.1. se representan gráficamente los sistemas de referencia expuestos 
anteriormente, donde Ω representa el vector velocidad angular de la Tierra, PN el norte 
geográfico y G el centro de masas del cuerpo en movimiento. 
 
Figura A1.1. Representación de los sistemas de referencia inercial, Tierra y horizonte local. 
 
Sistema de ejes cuerpo, 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑂𝑂𝑏𝑏 ,𝑥𝑥𝑏𝑏 ,𝑦𝑦𝑏𝑏 , 𝑧𝑧𝑏𝑏) 
Sistema de referencia ligado al vehículo, por lo que sigue el mismo movimiento que éste, 
tanto en translación como en rotación, de forma que su orientación respecto 𝐹𝐹ℎ da idea 
de la actitud del vehículo. Definición: 
𝑂𝑂𝑏𝑏: Centro de masas del vehículo. 
𝑧𝑧𝑏𝑏: Contenido en el plano de simetría del vehículo, dirigido “hacia abajo” en 
actitud normal de movimiento. 
𝑥𝑥𝑏𝑏: Contenido en el plano de simetría del vehículo, paralelo a una línea de 
referencia del mismo y orientado “hacia adelante”. 
𝑦𝑦𝑏𝑏: Orientado formando un triedro a derechas con los dos anteriores. 
 
De los infinitos sistemas de ejes cuerpo que pueden definirse, es especialmente 
beneficioso tomar aquel cuyos ejes 𝑥𝑥𝑏𝑏 ,𝑦𝑦𝑏𝑏 , 𝑧𝑧𝑏𝑏 sean principales de inercia del vehículo, con 
lo que se puede aprovechar la simetría longitudinal de forma que algunos de los 
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productos de inercia que aparecen en la formulación sean idénticamente nulos, aunque 
dicha simplificación solo es válida considerando al cuerpo como sólido rígido. 
En la figura A1.2. se representan los ejes cuerpo de forma esquemática. 
Figura A1.2. Representación de los ejes cuerpo. 
Tras definir los diversos sistemas de ejes y habida la necesidad de cambiar las variables de 
referencia como paso previo a algunos procesos de cálculo involucrados en el estudio, a 
continuación se expone la orientación del sistema de ejes cuerpo respecto al sistema de 
ejes horizonte local. 
Orientación del sistema de ejes cuerpo respecto del sistema horizonte local. Ángulos de 
Euler. 
Para orientar el sistema de referencia ejes cuerpo, 𝐹𝐹𝑏𝑏, respecto al sistema de ejes 
horizonte local, 𝐹𝐹ℎ, de origen común, hay que efectuar tres rotaciones sucesivas finitas, 
dadas en el orden especificado por la denominada Convención de Tait-Bryan (también 
Convención 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑥𝑥, o Convención 321). Estas rotaciones definen los llamados ángulos de 
Euler, que denotan la actitud del vehículo en respecto al sistema de ejes Tierra, por ser 
éste paralelo al sistema de ejes horizonte local. 
𝜙𝜙 ≡ Ángulo de balance del vehículo, (0 ≤ 𝜙𝜙 ≤ 2𝜋𝜋). 
𝜃𝜃 ≡ Ángulo de asiento del vehículo, �−𝜋𝜋
2
≤ 𝜃𝜃 ≤
𝜋𝜋
2
�.
𝛹𝛹 ≡ Ángulo de guiñada del vehículo, (0 ≤ 𝛹𝛹 ≤ 2𝜋𝜋). 
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En la figura A1.3. Se muestra gráficamente la orientación de los ejes cuerpo respecto los 
ejes horizonte local y lo ángulos de Euler. 
Figura A1.3. Orientación del sistema ejes cuerpo respecto el sistema horizonte local y ángulos de Euler. 
Finalmente, puede demostrarse que la matriz de esta transformación, 𝐿𝐿𝑏𝑏ℎ es: 
𝐿𝐿𝑏𝑏𝑤𝑤 = 
= � cos𝜃𝜃 cos𝛹𝛹 cos𝜃𝜃 sin𝛹𝛹 − sin𝜃𝜃sin𝜙𝜙 sin𝜃𝜃 cos𝛹𝛹 − cos𝜙𝜙 sin𝛹𝛹 sin𝜙𝜙 sin𝜃𝜃 sin𝛹𝛹 + cos𝜙𝜙 cos𝛹𝛹 sin𝜙𝜙 cos𝜃𝜃cos𝜙𝜙 sin𝜃𝜃 cos𝛹𝛹 + sin𝜙𝜙 sin𝛹𝛹 cos𝜙𝜙 sin𝜃𝜃 sin𝛹𝛹 − sin𝜙𝜙 cos𝛹𝛹 cos𝜙𝜙 cos𝜃𝜃� (A1.1) 
Hipótesis de Tierra plana 
Como se define en la primera parte de este anexo, un sistema inercial se define como 
aquel que está en reposo, o en movimiento rectilíneo, uniforme y no rotante, respecto a 
las estrellas fijas, aunque en todos los ámbitos de aplicación del presente estudio, será 
suficiente con considerar inercial al sistema de ejes Tierra. A continuación se justifica esta 
afirmación. 
Expresando el centro de masas del automóvil, 𝐶𝐶𝐶𝐶, en ejes Tierra, su aceleración respecto 
el sistema inercial, ?⃗?𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐶𝐶𝐺𝐺, puede escribirse mediante composición de aceleraciones, como:
?⃗?𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐶𝐶𝐺𝐺 = ?⃗?𝑎𝑏𝑏𝑛𝑛𝐶𝐶𝐺𝐺 + 𝛺𝛺�⃗ × �𝛺𝛺�⃗ × 𝑓𝑓𝐶𝐶𝐺𝐺,𝑂𝑂� + 2𝛺𝛺�⃗ × 𝑉𝑉�⃗ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝐶𝐶𝐺𝐺 (A1.2) 
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Donde: 
?⃗?𝑎𝑏𝑏𝑛𝑛
𝐶𝐶𝐺𝐺 ≡ Aceleración del centro de masas del cuerpo respecto del sistema de ejes
Tierra. 
𝑉𝑉�⃗ 𝑏𝑏𝑛𝑛
𝐶𝐶𝐺𝐺 ≡ Velocidad del cuerpo respecto del sistema de ejes Tierra.
𝑓𝑓𝐶𝐶𝐺𝐺,𝑂𝑂 ≡ Radio vector que une el centro de la Tierra con el centro de masas del 
cuerpo. 
𝛺𝛺�⃗ ≡ Vector velocidad angular de la Tierra, supuesto constante (𝛺𝛺�⃗ = 𝜔𝜔�⃗ 𝑛𝑛𝑏𝑏). 
Introduciendo en la expresión anterior valores típicos para el movimiento de los 
automóviles de competición (velocidad angular de la Tierra, �?̇?𝛺� ≅ 7,2722 ·10−5 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑑𝑑/𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚, velocidad de un automóvil respecto del suelo de 70 𝑚𝑚 𝑠𝑠⁄ ≅ 250𝑘𝑘𝑚𝑚 ℎ⁄  y 
distancia del vehículo al centro de la Tierra del orden de 6,380 · 106 𝑚𝑚), puede afirmarse 
que tanto la aceleración centrípeta como la aceleración de Coriolis son despreciables 
frente a los otros términos que intervienen en la ecuación A1.2. Por todo ello: 
?⃗?𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐶𝐶𝐺𝐺 ≅ ?⃗?𝑎𝑏𝑏𝑛𝑛
𝐶𝐶𝐺𝐺 (A1.3) 
Se dice que se aplica la “hipótesis de Tierra plana”, en virtud de la cual, los cálculos que se 
realizarán en capítulos posteriores estarán referenciados a un sistema que facilitará su 
comprensión. 
Sistema de ejes viento, 𝐹𝐹𝑤𝑤(𝑂𝑂𝑤𝑤,𝑥𝑥𝑤𝑤 ,𝑦𝑦𝑤𝑤 , 𝑧𝑧𝑤𝑤) 
El sistema de ejes viento está ligado a la velocidad aerodinámica instantánea del vehículo. 
Definición: 
𝑂𝑂𝑤𝑤: Centro de masas del vehículo. 
𝑧𝑧𝑤𝑤: Situado en el plano de simetría y orientado “hacia abajo” en la actitud normal 
del movimiento, perpendicular a 𝑥𝑥𝑤𝑤. 
𝑥𝑥𝑤𝑤: Paralelo al vector velocidad aerodinámica, 𝑉𝑉�⃗ , del vehículo y en su mismo
sentido. 
𝑦𝑦𝑤𝑤: Orientado formando un triedro a derechas con los anteriores. 
Orientación del sistema ejes cuerpo respecto al sistema ejes viento 
Para situar el sistema de ejes cuerpo respecto del sistema de ejes viento, se definen los 
siguientes ángulos: 
92 
Anexo I. Sistemas de referencia 
 𝛼𝛼 ≡ Ángulo de ataque, �−𝜋𝜋
2
≤ 𝛼𝛼 ≤
𝜋𝜋
2
� 
 β ≡ Ángulo de resbalamiento, (0 ≤ β ≤ 2𝜋𝜋) 
 
Estos ángulos se representan, junto a la orientación del sistema ejes cuerpo respecto el 
sistema ejes viento, en la figura A1.4. 
 
 
Figura A1.4.. Orientación del sistema de ejes cuerpo respecto del sistema de ejes viento. 
 
Por último, puede demostrarse que la matriz de esta transformación, 𝐿𝐿𝑏𝑏𝑤𝑤 es: 
𝐿𝐿𝑏𝑏𝑤𝑤 = �cos𝛼𝛼 cosβ − cos𝛼𝛼 sinβ − sin𝛼𝛼sinβ cosβ 0sin𝛼𝛼 cosβ − sin𝛼𝛼 sinβ cos𝛼𝛼 � (A1.4) 
 
Cabe destacar que, por definición, el eje 𝑧𝑧𝑤𝑤 debe estar contenido en el plano 𝑥𝑥𝑏𝑏 − 𝑧𝑧𝑏𝑏 
(plano de simetría del vehículo), por lo que, en este caso, solamente han sido necesarias 
las dos primeras rotaciones, no pudiéndose efectuar la tercera por la propia definición. 
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Anexo II. Desarrollo de los teoremas de conservación 
El modelo dinámico del automóvil, se deduce a partir de los teoremas de conservación de 
la cantidad de movimiento, TCCM y conservación del momento cinético, TCMC. Según lo 
expuesto en [18]. 
Por una parte, el TCCM establece que la derivada de la cantidad de movimiento debe ser 
igual a la resultante de las fuerzas externas aplicadas sobre el cuerpo. De acuerdo con la 
definición, el TCCM puede expresarse como: 
Donde: 
?⃗?𝐹 ≡ Resultante de las fuerzas externas aplicadas sobre el vehículo. 
𝑉𝑉�⃗ ≡ Velocidad absoluta, es decir, respecto al sistema de referencia inercial, del 
centro de masas del vehículo. 
𝑚𝑚 ≡ Masa del vehículo. 
𝜕𝜕 ≡ Tiempo. 
Aplicando la hipótesis (iii.), la variación de la masa del vehículo respecto del tiempo, ?̇?𝑚, 
debida al gasto de combustible, es lo suficientemente lenta como para poder despreciar 
el término ?̇?𝑚𝑉𝑉�⃗  con respecto a los otros términos que intervienen en la expresión A2.1, 
por lo que esta puede reescribirse, bajo este supuesto como: 
Por otra parte, el TCMC establece que la derivada del momento cinético debe ser igual al 
resultante de los momentos externos aplicados al cuerpo. De acuerdo con la definición, el 
TCMC puede expresarse como: 
?⃗?𝐶 = 𝑑𝑑(𝐼𝐼 𝜔𝜔�⃗ )
𝑑𝑑𝜕𝜕
= 𝑑𝑑𝐼𝐼
𝑑𝑑𝜕𝜕
 𝜔𝜔�⃗ + 𝐼𝐼 𝑑𝑑𝜔𝜔�⃗
𝑑𝑑𝜕𝜕
(A2.3) 
?⃗?𝐹 = 𝑑𝑑�𝑚𝑚 𝑉𝑉�⃗ �
𝑑𝑑𝜕𝜕
= ?̇?𝑚𝑉𝑉�⃗ + 𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑉𝑉�⃗
𝑑𝑑𝜕𝜕
( A2.1 ) 
?⃗?𝐹 = 𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑉𝑉�⃗
𝑑𝑑𝜕𝜕
(A2.2) 
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Donde: 
?⃗?𝐶 ≡ Resultante de los momentos externos aplicados al vehículo. 
ℎ�⃗ = 𝐼𝐼 𝜔𝜔�⃗ ≡ Momento cinético total del vehículo. 
𝜔𝜔�⃗ ≡ Velocidad angular absoluta del centro de masas del vehículo. 
𝐼𝐼 = � 𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 −𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 −𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦−𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 −𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦
−𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 −𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
� ≡ Tensor de inercia del vehículo. 
Expresándose los momentos de inercia respecto el sistema ejes cuerpo como: 
𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2) 𝑑𝑑𝑚𝑚; 
𝑎𝑎
𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 = �(𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧2) 𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑎𝑎
;  𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 = �(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) 𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑎𝑎
 
Y los correspondientes productos de inercia, expresados como: 
𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 = �𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑎𝑎
;      𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 = �𝑥𝑥𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑎𝑎
;      𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑦𝑦𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑎𝑎
 
 
Expuestas las variables y parámetros físicos que intervienen en las expresiones A2.2 y 
A2.3, será especialmente conveniente proyectarlas en el sistema ejes cuerpo, tras lo cual 
se aplican las hipótesis que permiten simplificar las expresiones. 
Centrando la atención en la expresión A2.3, por aplicación de la hipótesis (v.), son 
despreciables los términos donde intervienen las derivadas respecto del tiempo de los 
momentos y los productos de inercia, en relación a los otros términos. Además, 
considerando la hipótesis (iv.), los productos de inercia 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 y 𝐽𝐽𝑦𝑦𝑦𝑦 son idénticamente nulos. 
Desarrollando ahora las derivadas de los términos restantes de las expresiones A2.2 y 
A2.3, se obtiene: 
?⃗?𝐹 = 𝑚𝑚�𝜕𝜕𝑉𝑉�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜔𝜔�⃗ × ℎ�⃗ � (A2.4) 
?⃗?𝐶 = �𝜕𝜕ℎ�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜔𝜔�⃗ × ℎ�⃗ � (A2.5) 
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Definiendo las componentes en ejes cuerpo de la fuerza resultante, el momento 
resultante, velocidad lineal y angular, como: 
?⃗?𝐹 = �𝐹𝐹𝑥𝑥 ,𝐹𝐹𝑦𝑦,𝐹𝐹𝑦𝑦�𝑇𝑇;    ?⃗?𝐶 = (𝐿𝐿,𝑀𝑀,𝑁𝑁)𝑇𝑇;    𝑉𝑉�⃗ = (𝑢𝑢, 𝑟𝑟,𝑞𝑞)𝑇𝑇;    ?⃗?𝐹 = (𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑓𝑓)𝑇𝑇
Y operando los productos vectoriales de las expresiones, expresiones A2.4 y A2.5, se 
obtienen las denominadas ecuaciones de Euler del movimiento en su forma general: 
𝐹𝐹𝑥𝑥 = 𝑚𝑚 (?̇?𝑢 − 𝑓𝑓𝑟𝑟 + 𝑞𝑞𝑞𝑞) 
𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝑚𝑚 (?̇?𝑟 + 𝑓𝑓𝑢𝑢 − 𝑝𝑝𝑞𝑞) 
𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝑚𝑚 (?̇?𝑞 − 𝑞𝑞𝑢𝑢 + 𝑝𝑝𝑟𝑟) 
𝐿𝐿 = 𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥?̇?𝑝 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦?̇?𝑓 − �𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑞𝑞𝑓𝑓 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦𝑝𝑝𝑞𝑞 
𝑀𝑀 = 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦?̇?𝑞 + 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑝𝑝2 − 𝑓𝑓2) + (𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑝𝑝𝑓𝑓 
𝑁𝑁 = 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦?̇?𝑓 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦?̇?𝑝 − �𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑝𝑝𝑞𝑞 + 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦𝑞𝑞𝑓𝑓 
(A2.6) 
Poniendo ahora el foco en el sistema de cargas que actúan sobre el vehículo, se 
separaran según su origen, de forma que se distingue entre cargas dinámicas, 
aerodinámicas y gravitatorias (subíndices D, A y G respectivamente), expresándose cada 
una de las componentes como la suma de distintas contribuciones: 
𝐹𝐹𝑥𝑥 = 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝐺𝐺𝑥𝑥  ;      𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦 ;      𝐹𝐹𝑦𝑦= 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦 
𝐿𝐿 = 𝐿𝐿𝐷𝐷 + 𝐿𝐿𝐴𝐴 ;      𝑀𝑀 = 𝑀𝑀𝐷𝐷 + 𝑀𝑀𝐴𝐴 ;     𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝐷𝐷 + 𝑁𝑁𝐴𝐴 (A2.7) 
Cada una de las contribuciones, 𝑋𝑋𝑘𝑘 de la expresión A2.7 será de la forma: 
𝑋𝑋𝑘𝑘 = 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑟𝑟,𝑞𝑞,𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑓𝑓, ?̇?𝑢, ?̇?𝑟, ?̇?𝑞, ?̇?𝑝, ?̇?𝑞, ?̇?𝑓) 
Donde: 
𝑋𝑋𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝑥𝑥 ,𝐹𝐹𝑦𝑦,𝐹𝐹𝑦𝑦, 𝐿𝐿,𝑀𝑀,𝑁𝑁 
En general, la expresión concreta de cada una de las contribuciones dependerá del caso 
de estudio, aunque por la naturaleza para la fuerza gravitatoria, ?⃗?𝐹𝐺𝐺 = �𝐹𝐹𝐺𝐺𝑥𝑥,𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦,𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦�𝑇𝑇, la
expresión siempre será la misma, que puede definirse fácilmente en el sistema de ejes 
horizonte local mediante la expresión: 
�?⃗?𝐹𝐺𝐺�ℎ = � 00
𝑚𝑚𝑚𝑚
� (A2.8) 
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Proyectándola en el sistema de ejes cuerpo mediante la matriz de transformación 𝐿𝐿𝑏𝑏ℎ 
(obtenida en el Anexo I) se obtiene: 
�?⃗?𝐹𝐺𝐺�𝑏𝑏 = �𝐹𝐹𝐺𝐺𝑥𝑥𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦
𝐹𝐹𝐺𝐺𝑦𝑦
� = 𝐿𝐿𝑏𝑏ℎ  �?⃗?𝐹𝐺𝐺�ℎ = � −𝑚𝑚𝑚𝑚 sin 𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 sin𝜙𝜙
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 cos𝜙𝜙� (A2.9) 
 
Finalmente, introduciendo las expresiones A2.7 y A2.9 en el sistema A2.6, se obtienen las 
ecuaciones de Euler, particularizadas para el tipo de análisis que se realiza: 
−𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑚𝑚(?̇?𝑢 − 𝑓𝑓𝑟𝑟 + 𝑞𝑞𝑞𝑞) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑚𝑚(?̇?𝑟 + 𝑓𝑓𝑢𝑢 − 𝑝𝑝𝑞𝑞) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝜃𝜃 cos𝜙𝜙 + 𝐹𝐹𝐷𝐷𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑚𝑚(?̇?𝑞 − 𝑞𝑞𝑢𝑢 + 𝑝𝑝𝑟𝑟) 
𝐿𝐿𝐷𝐷 + 𝐿𝐿𝐴𝐴= 𝐼𝐼𝑥𝑥  ?̇?𝑝 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 ?̇?𝑓 + �𝐼𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑦𝑦�𝑞𝑞𝑓𝑓 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑝𝑝𝑞𝑞 
𝑀𝑀𝐷𝐷 + 𝑀𝑀𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑦𝑦 ?̇?𝑞 − (𝐼𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑥𝑥)𝑝𝑝𝑓𝑓 + 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 (𝑝𝑝2 − 𝑓𝑓2) 
𝑁𝑁𝐷𝐷 + 𝑁𝑁𝐴𝐴= 𝐼𝐼𝑦𝑦 ?̇?𝑓 − 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 ?̇?𝑝 − �𝐼𝐼𝑥𝑥 − 𝐼𝐼𝑦𝑦�𝑝𝑝𝑞𝑞 + 𝐽𝐽𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑞𝑞𝑓𝑓 
(A2.10) 
 
Se adopta el convenio de signos tal que las fuerzas y momentos son positivos si están 
dirigidos en el sentido positivo del respectivo eje cuerpo. 
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Anexo III. Discusión sobre el campo fluido 
Para desarrollar una formulación matemática que permita obtener las fuerzas que ejerce 
el fluido sobre el vehículo, se parte de la necesidad de aplicar los principios 
fundamentales de la mecánica de fluidos sobre un determinado modelo de campo fluido, 
cuya definición es objeto de éste apartado. 
Pare ello se plantea un razonamiento deductivo, por el que se obtendrá una modelización 
adecuada a partir de la formulación de los principios fundamentales en su forma 
diferencial, como se expone en [19]. 
Posteriormente se realizará el análisis dimensional de las ecuaciones que permitirá 
despreciar los términos no relevantes, constituyéndose de esta forma las hipótesis que 
conducirán a la modelización adecuada del campo fluido. 
Los principios fundamentales que rigen el comportamiento del fluido pueden expresarse 
mediante las ecuaciones de Navier-Stokes, que determinan el movimiento del fluido, y la 
ecuación de conservación de la energía, desarrollada a partir del primer principio de la 
termodinámica. 
Las ecuaciones de Navier-Stokes, que relacionan las fuerzas de inercia (aceleración) con 
las fuerzas de presión, fuerzas másicas (gravedad), fuerzas de rozamiento viscoso y 
fuerzas de compresión volumétrica, pueden expresarse como: 
𝜌𝜌
𝐷𝐷𝒗𝒗�⃗
𝐷𝐷𝜕𝜕
= −∇𝑝𝑝 + 𝜌𝜌𝒈𝒈��⃗ + 𝜇𝜇 �∇2𝒗𝒗�⃗ + 13∇(∇ · 𝒗𝒗�⃗ )� (A3.1) 
Donde 𝜌𝜌 es la densidad, 𝒗𝒗�⃗ = �𝑢𝑢𝚤𝚤 + 𝑟𝑟𝚥𝚥 + 𝑞𝑞𝑘𝑘�⃗ � el vector velocidad, 𝜕𝜕 el tiempo, 𝑝𝑝 la 
presión, 𝒈𝒈��⃗  la aceleración debida al campo gravitatorio y 𝜇𝜇 el coeficiente de viscosidad 
dinámica del fluido. 
Para obtener la ecuación en esta forma, se ha partido de las ecuaciones de continuidad y 
conservación de la cantidad de movimiento y se ha introducido la Ley de Stokes para 
fluidos newtonianos, que relaciona la tensión con la deformación del elemento fluido. 
Otro principio fundamental, que expresa el balance entre la variación energía de un 
sistema y el calor y/o trabajo que éste intercambia con el exterior a través de sus 
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fronteras, es la ecuación de la conservación de la energía. En su forma diferencial, puede 
expresarse como: 
𝜌𝜌𝐶𝐶𝑝𝑝
𝐷𝐷𝑇𝑇
𝐷𝐷𝜕𝜕
= 𝐷𝐷𝑝𝑝
𝐷𝐷𝜕𝜕
+ ∇ · (𝜅𝜅∇T) + 𝛷𝛷𝑣𝑣 (A3.2) 
Donde 𝐶𝐶𝑝𝑝 es el calor específico a presión constante, 𝑇𝑇 la temperatura, 𝜅𝜅 la conductividad 
térmica y 𝛷𝛷𝑣𝑣 la función de disipación viscosa de Rayleigh. 
Para obtener la ecuación A3.1 en la forma en la que se presenta, se ha partido de una 
forma más general de expresar el mismo principio físico: 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝜌𝜌𝑠𝑠) + ∇ · �𝜌𝜌 �𝑠𝑠 + 𝑝𝑝
𝜌𝜌
� ?⃗?𝑟� = ?̇?𝑞 − ?̇?𝑞𝑛𝑛 (A3.3) 
Donde ?̇?𝑞 representa la potencia de calor por unidad de volumen, ?̇?𝑞𝑛𝑛 el trabajo de los 
esfuerzos viscosos por unidad de volumen y 𝑠𝑠 representa la energía del fluido, que puede 
descomponerse en la suma de energía interna, 𝑢𝑢� , energía cinética y energía potencial: 
𝑠𝑠 = 𝑢𝑢� + 𝑟𝑟22 + 𝑚𝑚𝑧𝑧 (A3.4) 
A partir de la ecuación A3.3., desarrollando las derivadas y reagrupando 
convenientemente, se puede obtener: 
𝜌𝜌
𝐷𝐷𝑠𝑠
𝐷𝐷𝜕𝜕
+ 𝑝𝑝(∇ · ?⃗?𝑟) + ?⃗?𝑟 · ∇𝑝𝑝 = ?̇?𝑞 − ?̇?𝑞𝑛𝑛 (A3.5) 
El término del calor, ?̇?𝑞, se desarrolla despreciando la trasferencia de calor por radiación y 
la producción de energía en el interior del elemento diferencial. Introduciendo la Ley de 
Fourier se obtiene: 
?̇?𝑞 = ∇ · (𝜅𝜅∇T) (A3.6) 
Donde la conductividad térmica, 𝜅𝜅, es una propiedad termodinámica del fluido que varía 
con la temperatura y la presión, de forma análoga a la viscosidad. 
Por otra parte, el trabajo por unidad de tiempo de los esfuerzos viscosos, ?̇?𝑞𝑛𝑛, es igual al 
producto de la componente del esfuerzo viscoso por la componente de la velocidad 
correspondiente y por el área del elemento diferencial. 
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De esta forma: 
?̇?𝑞𝑛𝑛 = −� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥 �𝑢𝑢 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑟𝑟𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑞𝑞𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦� + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦 �𝑢𝑢 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝑟𝑟𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑞𝑞𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦�+ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�𝑢𝑢 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝑟𝑟𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑞𝑞𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦�� = −∇ · (?⃗?𝑟 · ?̿?𝜏𝑛𝑛) (A3.7) 
Donde ?̿?𝜏𝑛𝑛 es el tensor de esfuerzos tangenciales y 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥, 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥, 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦, 
𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 sus componentes. Aunque se obtiene una forma más útil separando el término 
viscoso como suma de dos: 
?̇?𝑞𝑛𝑛 = −∇ · (?⃗?𝑟 · ?̿?𝜏𝑛𝑛) = −[?⃗?𝑟 · (∇ · ?̿?𝜏𝑛𝑛) + ?̿?𝜏𝑛𝑛 · (∇ · ?⃗?𝑟)] = −[?⃗?𝑟 · (∇ · ?̿?𝜏𝑛𝑛) + 𝛷𝛷𝑣𝑣] (A3.8) 
Donde 𝛷𝛷𝑣𝑣 es la función de disipación viscosa de Rayleigh, que relaciona los esfuerzos 
tangenciales de origen viscoso con la velocidad. 
Substituyendo los términos, la ecuación A3.5 puede expresarse como: 
𝜌𝜌
𝐷𝐷𝑠𝑠
𝐷𝐷𝜕𝜕
+ 𝑝𝑝(∇ · ?⃗?𝑟) + ?⃗?𝑟 · ∇𝑝𝑝 = ∇ · (𝜅𝜅∇T) + ?⃗?𝑟 · (∇ · ?̿?𝜏𝑛𝑛) + 𝛷𝛷𝑣𝑣 (A3.9) 
Desarrollando la derivada sustancial considerando la ecuación A3.9 y el principio de 
conservación de la cantidad de movimiento, se puede obtener: 
𝜌𝜌
𝐷𝐷𝑢𝑢�
𝐷𝐷𝜕𝜕
+ 𝑝𝑝(∇ · ?⃗?𝑟) = ∇ · (𝜅𝜅∇T) + 𝛷𝛷𝑣𝑣 (A3.10) 
En este punto, se asume la hipótesis de que el fluido puede considerarse un gas ideal y 
caloríficamente perfecto, por lo que se cumplen las siguientes igualdades: 
𝐶𝐶𝑝𝑝,𝐶𝐶𝑣𝑣 = 𝑐𝑐𝜕𝜕𝑠𝑠. 
𝐶𝐶𝑝𝑝 − 𝐶𝐶𝑣𝑣 = 𝑅𝑅 
𝑢𝑢� = 𝐶𝐶𝑣𝑣𝑇𝑇 
𝑝𝑝 = 𝜌𝜌𝑅𝑅𝑇𝑇 (A3.11) 
Donde 𝐶𝐶𝑝𝑝 y 𝐶𝐶𝑣𝑣 son, respectivamente, el calor específico a presión y temperatura 
constante y 𝑅𝑅 es la constante del aire considerado como gas ideal. Teniendo en cuenta 
las expresiones anteriores, expresión A3.11 y la derivada sustancial de la energía interna 
de la ecuación A3.10 puede expresarse como: 
𝐷𝐷𝑢𝑢�
𝐷𝐷𝜕𝜕
= �𝐶𝐶𝑝𝑝 𝐷𝐷𝑇𝑇𝐷𝐷𝜕𝜕 + 1𝜌𝜌𝐷𝐷𝑝𝑝𝐷𝐷𝜕𝜕� (A3.12) 
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Finalmente, substituyendo el resultado anterior en la ecuación la A3.9, se obtiene la 
ecuación en la forma en que se ha presentado: 
𝜌𝜌𝐶𝐶𝑝𝑝
𝐷𝐷𝑇𝑇
𝐷𝐷𝜕𝜕
= 𝐷𝐷𝑝𝑝
𝐷𝐷𝜕𝜕
+ ∇ · (𝜅𝜅∇T) + 𝛷𝛷𝑣𝑣 (A3.13) 
Una vez deducidas las expresiones que rigen el comportamiento del fluido e identificadas 
las hipótesis utilizadas para ello, se procede a su análisis adimensional. Para 
adimensionalizar las ecuaciones, de definen las siguientes variables adimensionales: 
𝒙𝒙� = 𝒙𝒙
𝐿𝐿
;  𝒗𝒗� = 𝒗𝒗
𝑈𝑈∞
;   𝜌𝜌� = 𝜌𝜌
𝜌𝜌∞
;   𝑝𝑝� = 𝑝𝑝
𝑝𝑝∞
;   𝒈𝒈� = 𝒈𝒈
𝑚𝑚0
;   ?̃?𝜕 = 𝜕𝜕𝑈𝑈∞
𝐿𝐿
; 
?̃?𝜅 = 𝜅𝜅
𝜅𝜅𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟
;   𝑇𝑇� = 𝑇𝑇
𝑇𝑇∞
;   𝛷𝛷�𝑣𝑣 = 𝐿𝐿2𝜇𝜇𝑈𝑈∞2 𝛷𝛷𝑣𝑣 (A3.14) 
Donde 𝐿𝐿 es la longitud característica del vehículo, 𝑈𝑈∞, 𝜌𝜌∞, 𝑝𝑝∞,𝑇𝑇∞ son las propiedades del 
fluido de referencia (lejos del cuerpo, donde la corriente no está perturbada, siendo ésta 
uniforme), 𝑚𝑚0 es el valor de la gravedad en la superficie terrestre, 𝜅𝜅𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟 es la 
conductividad térmica de referencia para el aire y 𝜕𝜕 el tiempo. 
Las ecuaciones de Navier-Stokes en forma adimensional se pueden expresar como: 
𝜌𝜌�
𝐷𝐷𝒗𝒗�
𝐷𝐷?̃?𝜕
= −� 1
𝛾𝛾 𝑀𝑀∞2 �∇�𝑝𝑝� + � 1𝑅𝑅𝑠𝑠��∇�2𝒗𝒗� + 13∇��∇� · 𝒗𝒗��� + � 1𝐹𝐹𝑓𝑓2� 𝜌𝜌�𝒈𝒈� (A3.15) 
Por otra parte, la ecuación de la conservación de la energía adimensional queda: 
𝜌𝜌�
𝐷𝐷𝑇𝑇�
𝐷𝐷?̃?𝜕
= �𝛾𝛾 − 1
𝛾𝛾 � 𝐷𝐷𝑇𝑇�𝐷𝐷?̃?𝜕 + � 1𝑃𝑃𝑓𝑓  𝑅𝑅𝑠𝑠�∇��?̃?𝜅∇�𝑇𝑇�� + �(𝛾𝛾 − 1)𝑀𝑀∞2𝑅𝑅𝑠𝑠 �𝛷𝛷�𝑣𝑣 (A3.16) 
Para evaluar la relevancia relativa entre los términos de las ecuaciones, se obtiene el 
orden de magnitud de los distintos números adimensionales a partir de valores típicos del 
problema a resolver, considerando condiciones estándar (ISA) a nivel del mar: 
𝛾𝛾~10+1 
𝑀𝑀∞
2 ~10−2 𝐹𝐹𝑓𝑓~10+2 𝑃𝑃𝑓𝑓~10−1 𝑅𝑅𝑠𝑠~10+7 (A3.17) 
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Ahora puede calcularse el orden de magnitud de los diversos grupos adimensionales 
presentes en las ecuaciones: 
�
1
𝛾𝛾 𝑀𝑀∞2 �~102 
�
1
𝑅𝑅𝑠𝑠
�~10−7 
�
1
𝐹𝐹𝑓𝑓2
�~10−2 
�
𝛾𝛾 − 1
𝛾𝛾 �~10−1 
�
1
𝑃𝑃𝑓𝑓  𝑅𝑅𝑠𝑠�~10−6 
�
(𝛾𝛾 − 1)𝑀𝑀∞2
𝑅𝑅𝑠𝑠
�~10−10 (A3.19) 
A partir de los resultados obtenidos, las expresiones A3.15 y A3.16 pueden ser 
simplificadas. Así, en la ecuación de Navier-Stokes pueden despreciarse los términos de 
fuerzas de origen viscoso y a fuerzas debidas a la gravedad frente a las fuerzas inerciales. 
Por otra parte, en la ecuación de conservación de la energía, pueden despreciarse los 
términos relativos a la conducción de calor y disipación viscosa frente al término 
convectivo. Al despreciar los términos de viscosidad de la ecuación de Navier-Stokes, 
puede suponerse que la viscosidad del fluido solamente es relevante en la capa límite y 
en la estela viscosa, por lo que será tratado como no viscoso en el resto del dominio. 
Además, dado el orden de magnitud del número de Mach, el fluido puede considerarse 
incompresible. 
A partir de las conclusiones del análisis dimensional, las ecuaciones A3.15 y A3.16 pueden 
reescribirse en su forma simplificada como: 
𝜌𝜌
𝐷𝐷𝒗𝒗�⃗
𝐷𝐷𝜕𝜕
+ ∇𝑝𝑝 = 0 (A3.20) 
𝜌𝜌𝐶𝐶𝑝𝑝
𝐷𝐷𝑇𝑇
𝐷𝐷𝜕𝜕
−
𝐷𝐷𝑝𝑝
𝐷𝐷𝜕𝜕
= 𝜌𝜌𝑇𝑇𝐷𝐷𝑠𝑠
𝐷𝐷𝜕𝜕
= 0 (A3.21) 
Las tres ecuaciones vectoriales recogidas en la expresión A3.20 reciben el nombre de 
ecuaciones de Euler. 
En la expresión A3.21 se ha usado la relación entre la entropía, temperatura y presión, 
�𝑑𝑑𝑠𝑠 = 𝐶𝐶𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑝𝑝𝑑𝑑𝑑𝑑 �, para expresar la conservación de la energía en términos de la 
entropía, resultando que la derivada sustancial de la entropía es idéntica a cero, lo que 
supone que el valor de entropía para cada línea de corriente se mantiene constante. 
Además, como se supone que el flujo es uniforme lejos del objeto, se puede concluir que 
la entropía es constante en todo el dominio, es decir, se supone flujo isentrópico. 
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Por otra parte, de la ecuación A3.21 se deduce que debe existir una relación de 
barotropía. Al haberse supuesto que el gas es caloríficamente perfecto, esta relación se 
expresa como: 
𝑝𝑝
𝜌𝜌𝛾𝛾
= 𝑐𝑐𝜕𝜕𝑠𝑠. (A3.22) 
 
Llegado este punto, si el movimiento del fluido fuera irrotacional, podría demostrarse 
que el campo de velocidades deriva de un potencial. 
Para ello, se considera el Teorema de la circulación de Kelvin. Éste establece que, dado un 
fluido tal que: 
a. 𝑅𝑅𝑠𝑠 ≫ 1. 
b. Las fuerzas másicas derivan de un potencial. 
c. Existe una relación de barotropía 
La vorticidad es constante a lo largo de una línea de corriente. 
Si además, lejos del cuerpo se tiene una corriente uniforme, puede establecerse que el 
flujo es irrotacional en todo el dominio. 
El hecho de que el flujo sea irrotacional es relevante, porque se puede concluir que el 
campo de velocidades debe derivar de un potencial. 
Para ello se considera la circulación, 𝛤𝛤 como la integral de línea de la velocidad sobre un 
contorno с con diferencial de longitud unitario 𝑑𝑑𝑙𝑙:̅ 
𝛤𝛤 = � 𝒗𝒗�⃗
с
· 𝑑𝑑?̅?𝒍 (A3.23) 
 
Aplicando el Teorema de Green, se obtiene la circulación como la integral sobre 
superficie 𝑆𝑆 (que encierra с), de la vorticidad, expresada como el rotacional de la 
velocidad: 
� (∇𝑥𝑥𝒗𝒗�⃗ )𝒏𝒏� 𝑑𝑑𝑆𝑆 = � (𝛚𝛚���⃗ )𝒏𝒏� 𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑆𝑆𝑆𝑆
 (A3.24) 
 
Si la vorticidad, 𝛚𝛚���⃗  es cero en todo el dominio 𝑆𝑆, la circulación también es cero, por lo que 
la velocidad puede expresarse como el gradiente de cierto campo potencial: 
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𝛤𝛤 = 0 →  � 𝒗𝒗�⃗
с
· 𝑑𝑑?̅?𝒍 = 0 = � 𝑑𝑑𝛷𝛷
с
→  𝑑𝑑𝛷𝛷 = 𝒗𝒗�⃗ · 𝑑𝑑?̅?𝒍  →  𝒗𝒗�⃗= ∇𝛷𝛷  (A3.25) 
 
Con este resultado, se considera ahora la ecuación (A3.21) para obtener la ecuación de 
Euler-Bernoulli, que relaciona el potencial de velocidades con la presión. Para ello será 
necesario desarrollar la derivada sustancial: 
𝐷𝐷𝒗𝒗�⃗
𝐷𝐷𝜕𝜕
= 𝜕𝜕𝒗𝒗�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝒗𝒗�⃗ · (∇ · 𝒗𝒗�⃗ ) = 𝜕𝜕𝒗𝒗�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 12∇(𝒗𝒗�⃗ · 𝒗𝒗�⃗ ) − 𝒗𝒗�⃗ × (∇ × 𝒗𝒗�⃗ ) == 𝜕𝜕𝒗𝒗�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 12∇(𝒗𝒗�⃗ · 𝒗𝒗�⃗ ) (A3.26) 
 
Donde el término [𝒗𝒗�⃗ × (𝛁𝛁 × 𝒗𝒗�⃗ )] es nulo, dada la condición de irrotacionalidad del flujo. Si 
además se considera existencia de la relación de barotropía, la ecuación A3.24 puede 
escribirse como: 
𝜕𝜕𝒗𝒗�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 12∇(𝒗𝒗�⃗ · 𝒗𝒗�⃗ ) = −∇  �𝑑𝑑𝑝𝑝𝜌𝜌  (A3.27) 
 
Expresando la velocidad como el gradiente del potencial de velocidades y sacando factor 
común del operador gradiente, se obtiene: 
∇ �
𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 12 |∇𝛷𝛷|𝟐𝟐 + �𝑑𝑑𝑝𝑝𝜌𝜌 � = 0 (A3.28) 
 
Esta expresión indica que la función que relaciona el potencial de velocidades y la presión 
debe ser constante en el espacio en todo el dominio, por lo que únicamente puede 
depender del tiempo. Así, se obtiene la forma más general de la ecuación de Euler-
Bernoulli: 
𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 12 |∇𝛷𝛷|𝟐𝟐 + �𝑑𝑑𝑝𝑝𝜌𝜌 = 𝑐𝑐(𝜕𝜕) (A3.29) 
 
Dicha expresión puede reescribirse, considerando las variaciones de velocidad y presión 
entre un punto situado en la corriente no perturbada y otro cualquiera: 
�
𝑑𝑑𝑝𝑝
𝜌𝜌
𝑝𝑝
𝑝𝑝∞
= −𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝜕𝜕
−
12 �|∇𝛷𝛷|𝟐𝟐 − 𝑈𝑈∞2 � (A3.30) 
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Derivando la expresión anterior respecto del tiempo, considerando la ecuación de 
continuidad y la definición de velocidad del sonido, se puede llegar a expresar la ecuación 
A3.30 como: 
𝑎𝑎2 ∇2𝛷𝛷 = 𝐷𝐷
𝐷𝐷𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 12 |∇𝛷𝛷|𝟐𝟐� (A.31) 
 
Desarrollando las derivadas y reordenando, se obtiene: 
�𝑎𝑎2 − �
𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥
�
2
�
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ �𝑎𝑎2 − �𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑦𝑦
�
2
�
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑦𝑦2
+ �𝑎𝑎2 − �𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑧𝑧
�
2
�
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑧𝑧2
− 2�𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝑦𝑦
� − 2�𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧
� − 2�𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝑧𝑧
� = = 𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 2𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝜕𝜕𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕2𝛷𝛷
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝜕𝜕
 
(A3.32) 
 
Finalmente, para el caso casi-estacionario e incompresible, la expresión anterior se 
reduce a la ecuación de Laplace: 
∇2Φ = 0 (A3.33) 
 
Atendiendo a los desarrollos realizados en este apartado, pude concluirse que para los 
propósitos del presente proyecto será suficiente con modelizar el campo fluido como 
potencial. 
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